UNIVERZITET ‘‘SV. KIRIL I METODIJ’’ PRIRODNO-MATEMATI^KI FAKULTET - SKOPJE INSTITUT ZA INFORMATIKA

Ana Sokolova

PROBLEM NA ZBOROVI

- MAGISTERSKI TRUD -

SKOPJE, 1999 REPUBLIKA MAKEDONIJA

Sodræina 1 Voved 1 2 Problem na zborovi - definicija

i algebarski pristap vo reąavaweto 7

2.1 Vovedni poimi i rezultati od univerzalna algebra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 2.2 Problem na zborovi i drugi problemi na odlu~ivost za algebrite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19 2.3 Rezultati na Evans za odlu~ivost na W P 1 . . . . . 25 2.4 Nereąlivost na problemot na zborovi . . . . . . 37

3 Elementi od teorijata na presmetlivost 42

3.1 Tjuringovi maąini . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42 3.2 Gramatiki . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48 3.3 Pretstavuvawe na Tjuringovi maąini. Univerzalna Tjuringova maąina . . . . . . . . . . . . . . 52 3.4 Nepresmetlivost i neodlu~ivost. Problem na zapirawe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55 3.5 Neodlu~ivost na problemot na zborovi

za polugrupite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

4 Prepiąuva~ki sistemi 70

4.1 Definicija na prepiąuva~ki sistemi i relacii 70 4.2 Svojstva na prepiąuva~kite sistemi i relacii 73 4.3 Terminacija na termovski prepiąuva~ki sistem 79

4.4 Kompletirawe na termovski prepiąuva~ki sistem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

5 Slobodni slupi i problem na zborovi 95

5.1 Vovedni poimi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95 5.2 Slobodni slupi - konstrukcija 1 . . . . . . . . . . . 96 5.3 Slobodni slupi - konstrukcija 2 . . . . . . . . . . . 99 5.4 Problem na zborovi za mnoguobrazieto slupi . . 103

5.4.1 Vovedni poimi i rezultati . . . . . . . . . . . . . . 103 5.4.2 Termovski prepiąuva~ki sistem za reąavawe na problemot na zborovi vo mnoguobrazieto slupi . . 106

1 Voved

Vo izminatite 60 godini, golem del od nau~nite istraæuvawa vo matematikata i teoriskata informatika se odnesuvaat na problemi na odlu~uvawe. Najopąto, pod problem na odlu~uvawe se podrazbira problem na koj odgovorot e "da" ili "ne". Golem del od ovie istraæuvawa se dolæat na osnovnite rezultati od teorijata na presmetlivost postaveni od Turing, Post, Markov, Church i drugi. Pritoa pod odlu~iv problem se podrazbira "da-ne" problem za koj postoi algoritam so koj se doa|a do odgovorot, dodeka neodlu~iv e onoj "da-ne" problem za koj ne postoi takov algoritam. No, se postavuva praąaweto: ąto e algoritam? Poimot algoritam moæebi e intuitivno jasen, no e daleku od ona ąto se o~ekuva od formalna precizna matemati~ka gledna to~ka. Tokmu zatoa i poimot odlu~ivost se pojavuva zaedno so osnovite na teorijata na presmetlivost. Zatoa, ovde, i sekade koga stanuva zbor za odlu~ivost, pod algoritam podrazbirame algoritam vo smisla na tezata na Church, odnosno Tjuringova maąina ili rekurzivna funkcija ili gramatika ili normalen algoritam.

Golem broj od istraæuvawata vo vrska so problemite na odlu~uvawe se odnesuvaat na problemi na odlu~uvawe vo univerzalnata algebra, takanare~eni algoritamski problemi za algebrite, me|u koi e i problemot na zborovi. Pritoa, postojat dve nivoa na problem na zborovi. Problem na zborovi na nivo na mnoguobrazie i problem na zborovi za dadena algebra.

Neka V e mnoguobrazie algebri od daden tip. Problemot na zborovi za dadena V-algebra definirana so kone~no mnoæestvo slobodni generatori B i kone~no mnoæestvo definira~ki ravenstva e reąen ako postoi algoritam za odlu~uvawe dali dva zbora od apsolutno slobodnata algebra so slobodna baza B od isti tip, se ekvivalentni vo dadenata algebra pri kongruencijata generirana od identitetite na mnoguobrazieto i definira~kite ravenstva.

Problemot na zborovi e reąen za mnoguobrazie V dokolku postoi algoritam koj moæe da se primeni na sekoja V- algebra definirana so kone~no mnoæestvo slobodni generatori i kone~no mnoæestvo definira~ki relacii za da se opredeli dali dva zbora od apsolutno slobodnata algebra so ist jazik se ekvivalentni vo dadenata algebra.

Osnovna tema na trudot e problemot na zborovi. Dadeni se nekoi opąti rezultati vo vrska so reąlivosta na problemot na zborovi na prvo i na vtoro nivo, kako i primeri na algebri so reąliv i nereąliv problem na zborovi, i primeri na mnoguobrazija so reąliv i nereąliv problem na zborovi na nivo na mnoguobrazie.

Interesno e da se napomene deka prv problemot na zborovi za mnoguobrazieto polugrupi go postavil Axel Thue vo 1914 godina, koga voopąto ne bil preciziran poimot algoritam nitu pak idejata za neodlu~ivost. Zatoa razbirlivo e ąto originalniot problem na Thue glasel vaka:

Za dadena kone~no prezentirana polugrupa i dva zbora nad azbukata od generatorite, opredeli dali zborovite se ekvivalentni Sli~en problem bil postaven od Dehn nekolku godini prethodno, poznat kako problem na Dehn za kone~no prezentiranite grupi. I dvata problemi bile "pozitivno zadadeni", vo smisla "najdi metod za ...". Problemot na Dehn bil reąen vo 1932 godina od Magnus za slu~ajot na grupi prezentirani so edno definira~ko ravenstvo.

So nastanokot na teorijata na presmetlivost vo 30-tite godini od ovoj vek, situacijata se izmenila, se pojavile prvite primeri na algoritamski nereąlivi problemi, kako i nova moænost za priod kon problemot na zborovi i eventualno dokaæuvawe na negativen rezultat. Taka, za polugrupite, vo 1947 godina e dokaæano od Markov i Post deka problemot na zborovi i na nivo na mnoguobrazie i na nivo na algebra e nereąliv, imeno dokaæano e slednovo tvrdewe:

Postoi kone~no prezentirana polugrupa S i zbor w takvi ąto ne postoi algoritam koj odlu~uva, za daden zbor v, dali v e ekvivalenten na w ili ne.

Vsuąnost problemot na Thue e prviot problem na odlu~uvawe koj se pojavil vo algebrata i za koj e dokaæana algoritamska neodlu~ivost.

Golem pridones vo vrska so istraæuvaweto na algebarskite uslovi za reąlivost na problemot na zborovi dal Trevor Evans vo ~ii nekolku statii se dadeni opąti rezultati vo vrska so reąlivost na problemot na zborovi na nivo na mnoguobrazie, bazirani na negoviot glaven rezultat:

Ako V e mnoguobrazie so svojstvoto deka sekoja delumna V algebra moæe da se smesti vo V algebra, togaą problemot na zborovi e reąliv za V.

Razrabotuvaweto na ovie rezultati isto taka ÿe zazeme golem del od trudot. Vsuąnost vtoriot del (po vovedot) e posveten na definicii na osnovnite poimi: algebra, mnoguobrazie, slobodna algebra, apsolutno slobodna algebra, algebra na zborovi (termi), prezentacija na algebra, problem na zborovi na nivo na algebra i problem na zborovi na nivo na mnoguobrazie, kako i na opątite rezultati na Evans koi imaat golemo teoretsko zna~ewe, no od druga strana, samiot algoritam na Evans e mnogu kompleksen.

Tretiot del od trudot e posveten na teorijata na presmetlivost, odnosno na precizirawe na poimot algoritam. Dadena e definicija na Tjuringova maąina, na Tjuring-odlu~iv i Tjuring-prifatliv jazik, definicija na gramatika, odredeni svojstva vo vrska so navedenite poimi, i dokaz za postoewe na jazik koj ne e Tjuring-odlu~iv, vrz koj se bazira i dokazot na navedeniot rezultat na Markov vo vrska so neodlu~ivosta na problemot na zborovi za polugrupite, na ąto e posveten zna~aen del.

Vo ponovo vreme, so voveduvaweto na poimite prepiąuva~ki sistem i prepiąuvawa, kako i dobivaweto na osnovnite rezultati vo vrska so prepiąuva~kite sistemi (brojni trudovi na Huet, Klop, Jouannaud, Knuth, Bendix, Dershovitz i drugi) ovozmoæeno e reąavawe na problemot na zborovi vo odredeni algebri i/ili mnoguobrazija so daleku pomala kompleksnost, a problemot se sveduva na dizajn na soodveten prepiąuva~ki sistem so odredeni poæelni svojstva. Na prepiąuva~kite sistemi e posveten ~etvrtiot del od trudot.

Prepiąuva~kite sistemi ili sistemite od redukcii imaat ąiroka primena vo teoretskata informatika. Simboli~koto manipulirawe so sintaksni objekti e bazirano na faktot ąto tie davaat modeli za presmetuvawe vo operativna okolina. Teorijata na prepiąuvawe poteknuva od algebrata, teorijata na dokazi i teorijata na presmetlivost, i e fokusirana okolu poimot "normalna forma" - izraz koj ponatamu ne moæe da se reducira.

Upotrebata na ravenstva e tradicionalna vo matematikata. Ravenstvata moæe da se upotrebuvaat za rezonirawe (zamena na ednakvo so ednakvo) na krajno nedeterministi~ki na~in. Za razlika od niv, prepiąuva~kite sistemi pravat neąto kako "upotreba na ravenstvata vo edna nasoka" pri ąto se gubi eden izvor na nedeterminizam. Vakvata ednonaso~na upotreba se bazira na prepiąuvawe spored dobro osnovano podreduvawe na termite i se narekuva redukcija. Da go citirame Evans: "Redukcija e sekoja transformacija ąto namaluva dolæina". Drugite izvori na nedeterminizam kako ąto e izborot na pravilo i podterm na koj toa se primenuva moæe da se eliminiraat ako sekoj izraz ima edinstvena normalna forma.

Kako primer za upotreba na prepiąuva~ki sistem namesto ravenstva gi naveduvame grupite. Opąto e poznato deka grupite se definirani so slednite tri ravenstva:

(x · y) · z = x · (y · z), x · x^− = 1, x · 1 = x,

no, isto taka i so slednovo mnoæestvo od 10 pravila za prepiąuvawe koi opredeluvaat normalni formi: (x · y) · z → x · (y · z), x · x^− → 1, x · 1 → x, x^{−−} → x, x · (x^− · y) → y, (x · y)^− → y^− · x^−, x^− · x → 1, 1 · x → x, 1^− → 1, x^− · (x · y) → y.

Prepiąuva~kite sistemi imaat golema uloga vo poveÿe oblasti, kako ąto se specifikacii na apstraktni podato~ni tipovi, implementacija na funkcionalni programski jazici i avtomatsko zaklu~uvawe. Od naą interes ovde e pred se upotrebata na prepiąuva~ki sistemi vo reąavaweto na problemot na zborovi vo univerzalna algebra. Tie se atraktivni pred se zaradi nivnata ednostavna sintaksa i semantika.

Kone~no, posledniot del od trudot ÿe bide posveten na reąavaweto na problemot na zborovi vo edno konkretno mnoguobrazie, mnoguobrazieto ľtajnerovi lupi ili slupi. Konkretnoto mnoguobrazie e interesno bidejÿi postoi obratno ednozna~no soodvetstvo pome|u klasata kone~ni slupi i klasata ľtajnerovi sistemi trojki. Vo toj del e daden opis na slobodnite objekti vo ova mnoguobrazie, i toa direkten opis i opis so kanoni~ni pretstavnici, so pomoą na redukcija na termi. Potoa, so pomoą na definiranata redukcija e daden algoritam za reąavawe na problemot na zborovi za slupi, imeno, e definiran soodveten prepiąuva~ki sistem koj ja ima osobinata na edinstvena normalna forma. Navedeniot algoritam zadræuva idei od opątiot algoritam na Evans, no e baziran na prepiąuva~ki sistem. Edna bitna razlika e toa ąto vo definicijata na prepiąuva~kiot sistem vleguvaat samo definira~kite ravenstva na dadena kone~no prezentirana slupa, a potoa istiot moæe da se upotrebuva za ispituvawe na ekvivalentnost na proizvolni zborovi. Ovoj del e vsuąnost rezultat na originalni istraæuvawa na prof. Smile Markovski i na avtorot na ovoj trud.

2 Problem na zborovi - definicija i algebarski pristap vo reąavaweto

Ovoj del voglavno se odnesuva na univerzalnata algebra. Davame definicii na osnovnite poimi neophodni za definirawe na problemot na zborovi, kako i nekoi poznati opąti rezultati od univerzalnata algebra. Go definirame problemot na zborovi na dvete nivoa, kako i nekoi drugi problemi na odlu~ivost za algebrite i davame vrski me|u niv, kako i pregled na reąlivost odnosno nereąlivost na problemot na zborovi vo odredeni poznati klasi algebri. Isto taka detalno se zadræuvame na opątite rezultati na Trevor Evans vo vrska so algebarskite uslovi za reąlivost na problemot na zborovi na nivo na mnoguobrazie. Vo ovoj del ne go precizirame poimot algoritam (iako go upotrebuvame), toa ÿe bide napraveno vo tretiot del od trudot.

2.1 Vovedni poimi i rezultati od univerzalna algebra Vo ovoj del oznakite i definiciite na poimite se voglavno kako vo [17]. Dokazite na teoremite koi ne se dadeni, se nao|aat vo sekoja standardna kniga za univerzalna algebra, na primer [17, 18, 19].

Definicija 1 Algebra e podreden par A =< A, F > kade A e neprazno mnoæestvo i F =< F_i; i ∈ I > kade F_i e finitarna operacija na A (t.e. preslikuvawe od A^n vo A za nekoj n ∈ N) za sekoj i ∈ I. A e nositel, F_i osnovna operacija, za sekoj i ∈ I, I e indeksno mnoæestvo ili mnoæestvo operaciski simboli ili signatura na algebrata. △

Gi koristime i slednive oznaki. Ako Q e operaciski simbol na A, togaą so Q^A ja ozna~uvame osnovnata operacija na A indeksirana so Q. Q^A se narekuva interpretacija na Q vo A.

Za dadena algebra A i indeksno mnoæestvo I, definirana e funkcija ρ nare~ena rang funkcija od I vo mnoæestvoto prirodni broevi N, definirana so: za sekoj Q ∈ I, ρ(Q) = n_Q ako rangot na Q^A e n_Q, t.e. Q^A : A^{nQ} → A. Rang funkcijata uąte se narekuva i tip na sli~nost na algebrata ili samo tip. Za dve algebri velime deka se sli~ni ako imaat ist tip.

Definicija 2 Neka F e operacija od rang r na mnoæestvo A i neka X e podmnoæestvo na A. X e zatvoreno za F ako i samo ako za sekoi a_0, . . . , a_{r−1} ∈ X, F (a_0, . . . , a_{r−1}) ∈ X. Edno podmnoæestvo X na nositelot na algebra A e pod-nositel na A ako e zatvoreno za site osnovni operacii na A. △

Neka A e algebra. Za algebrata B velime deka e podalgebra na A ako i samo ako A i B se sli~ni, nositelot B na B e pod-nositel na nositelot na A i za sekoj operaciski simbol Q od signaturata, Q^B e restrikcijata na Q^A nad B.

Definicija 3 Neka A e algebra i X ⊆ A. Pod-nositel na A generiran od X e mnoæestvoto S^A_g (X) = ⋂ {B|X ⊆ B i B e pod-nositel a A}. △

Svojstvo 1 Neka A e algebra i X ⊆ A. Definirame induktivno podmnoæestva X_n od A so:

X_0 = X X_{n+1} = X_n ∪ {F (a_0, . . . , a_{r−1})| F e osnovna operacija na A so rang r i a_0, . . . , a_{r−1} ∈ X_n}. Togaą S^A_g (X) = ⋃ {X_n| n ∈ N}. � Definicija 4 Algebrata A e e generirana od X ⊆ A ako A = S^A_g (X). Edna algebra A e kone~no generirana ako A = S^A_g (Y ) za nekoe kone~no Y ⊆ A. △ Definicija 5 Neka A i B se algebri od isti tip, Q e operaciski simbol od nivnata signatura so rang r. Edna funkcija h : A → B e soglasna so interpretacijata na Q ako, za site a_0, . . . , a_{r−1} ∈ A, h(Q^A(a_0, . . . , a_{r−1}) = Q^B(h(a_0), . . . , h(a_{r−1}). △ Edna funkcija h : A → B velime deka e homomorfizam od A vo B ako h e soglasna so interpretacijata na sekoj operaciski simbol na A. Surjektiven homomorfizam se narekuva epimorfizam i pritoa B se vika homomorfna slika na A. Injektiven homomorfizam se narekuva monomorfizam ili smestuvawe, a biektiven homomorfizam se vika izomorfizam. Za homomorfizam od A vo A velime deka e endomorfizam na A, biektiven endomorfizam e avtomorfizam.

Definicija 6 Neka A =< A_i, i ∈ I > e sistem sli~ni algebri. Direkten proizvod na < A_i, i ∈ I > e algebra, oznaka Π_I A_i = ΠA, od ist tip, so nositel Π_I A_i takva ąto za sekoj operaciski simbol od rang r i sekoi f^0, . . . , f^{r−1} ∈ Π_I A_i, (Q^{ΠA}(f^0, . . . , f^{r−1}))_i = Q^{Ai} (f^0_i , . . . , f^{r−1}_i ), za sekoj i ∈ I. △

Definicija 7 Naka A e algebra i θ e binarna relacija na A. θ e soglasna so osnovna operacija F na A od rang r ako za sekoi a_0, . . . , a_{r−1}, b_0, . . . , b_{r−1} ∈ A, od a_iθb_i za 0 ≤ i ≤ r − 1 sleduva F (a_0, . . . , a_{r−1})θF (b_0, . . . , b_{r−1}). Kongruencija na A e ekvivalentnost na A soglasna so sekoja osnovna operacija na A. So ConA se ozna~uva mnoæestvoto od site kongruencii na A. △

Definicija 8 Neka A e algebra i θ e kongruencija na A. Faktor algebra A/θ e algebra sli~na na A, so nositel A/θ, vo koja interpretacija na sekoj operaciski simbol Q (so rang r) na A e Q^A_0 , kade Q^A_0 (a_0/θ, . . . , a_{r−1}/θ) = (Q^A(a_0, . . . , a_{r−1}))/θ. △ Teorema 1 (Teorema za homomorfizam)

Neka A i B se dve sli~ni algebri i h e epimorfizam od A na B, neka θ e kongruencija na A i g e prirodnoto preslikuvawe od A na A/θ (g(a) = a/θ, za sekoj a ∈ A). Togaą

(i) Jadroto kerh na h e kongruencija na A. (a ker hb ako i samo ako h(a) = h(b)).

(ii) Prirodnoto preslikuvawe g e epimorfizam od A na A/θ.

(iii) Ako θ = kerh, togaą postoi edinstveno preslikuvawe f od A/θ vo B so svojstvo f ∘ g = h, i toa e izomorfizam me|u A/θ i B. �

Definicija 9 Neka A e algebra i X ⊆ A×A. Kongruencija generirana od X e C^A_g (X) = ⋂ {θ | X ⊆ θ i θ e kongruencija na A}. Ako X e kone~no, C^A_g (X) e kone~no generirana. △

Funkcii koi preslikuvaat klasa (sli~ni) algebri vo klasa (sli~ni) algebri se narekuvaat operatori na klasi. Definirame nekolku operatori na klasi.

Definicija 10 Neka K e klasa algebri.

A ∈ I(K) ako i samo ako A e izomorfna na nekoja algebra od K. A ∈ H(K) ako i samo ako A e izomorfna na homomorfna slika na algebra od K.

A ∈ S(K) ako i samo ako A e izomorfna na podalgebra na algebra od K.

A ∈ P(K) ako i samo ako A e izomorfna na direkten proizvod na sistem algebri od K. △

Velime deka K e klasa zatvorena za operator na klasi Q ako Q(K) ⊆ K. Sekoj od definiranite operatori na klasi Q, pri restrikcija na klasi sli~ni algebri, e raste~ki odnosno Q(K) ⊇ K, zapazuva podreduvawe, t.e. Q(K_0) ⊆ Q(K_1) ako K_0 ⊆ K_1, i e idempotenten, t.e. Q(Q(K)) = Q(K).

Definicija 11 Edna klasa K algebri od ist tip e mnoguobrazie ako e zatvorena za H, S i P. △

Definicija 12 Neka K e klasa sli~ni algebri. V(K) go ozna~uva najmaloto mnoguobrazie koe ja sodræi K i se narekuva mnoguobrazie generirano od K. △

Teorema 2 V = HSP. �

Definicija 13 Neka K e klasa algebri od isti tip i U e algebra od istiot tip. Neka X e podmnoæestvo od U. U ima svojstvo na univerzalno preslikuvawe za K nad X ako i samo ako za sekoja A ∈ K i sekoe preslikuvawe f : X → A postoi homomorfizam h : U → A koj e proąiruvawe na f, t.e. f(x) = h(x), za x ∈ X. △

Velime deka U e slobodna za K nad X ako U e generirana od X i U ima svojstvo na univerzalno preslikuvawe za K nad X.

Velime deka U e slobodna vo K nad X ako U ∈ K i U e slobodna za K nad X. Ako U e slobodna vo K nad X, togaą X se narekuva slobodno generatorno mnoæestvo za U, i U se narekuva slobodno generirana od X. Ako K e klasata od site algebri so odreden tip na sli~nost i U e slobodna algebra vo K nad X, za U velime deka e apsolutno slobodna algebra.

Svojstvo 2 Ako K_0 ⊆ K_1 i U e slobodna za K_1 nad X, togaą U e slobodna za K_0 nad X. �

Svojstvo 3 Ako U e slobodna za K nad X, togaą U e slobodna za V(K) nad X. �

Svojstvo 4 Neka U_1 i U_2 se slobodni vo K nad X_1 i X_2 soodvetno. Ako, |X_1| = |X_2|, togaą U_1 ∼= U_2. �

Definicija 14 Neka K e klasa algebri i A e algebra, site od ist tip. Togaą Θ_A(K) = ⋂ {θ ∈ ConA| A/θ ∈ S(K)}. △

Svojstvo 5 Neka U e slobodna za K nad X. Togaą Ū = U/Θ_U (K) e slobodna vo V(K) nad X̄ = {x/Θ_U (K)| x ∈ X}. �

Neka ρ e tip na sli~nost i I e soodvetno mnoæestvo operaciski simboli. Neka X e mnoæestvo disjuntno so I. Za n ∈ N, ozna~uvame I_n = {Q ∈ I|ρ(Q) = n}, vsuąnost I_n e mnoæestvoto n-arni operaciski simboli od I. Pod niza od X ∪ I podrazbirame kone~na niza < s_0, . . . , s_k > ~ii ~lenovi pripa|aat na X ∪ I. Vakvata niza uąte se narekuva i zbor nad azbuka X ∪ I i se zapiąuva kako s_0 . . . s_k. Proizvod na dva zbora a = a_0 . . . a_{n−1} i b = b_0 . . . b_{m−1} e zborot ab = a_0 . . . a_{n−1}b_0 . . . b_{m−1}. Jasno, koga piąuvame "zborot u" za u ∈ X ∪ I, vsuąnost mislime na nizata < u >.

Definicija 15 Mnoæestvoto T_ρ(X) od termi od tip ρ nad X e najmaloto mnoæestvo T od zborovi nad azbuka X ∪ I taka ąto:

1. X ∪ I_0 ⊆ T ,

2. Ako p_0, . . . , p_{n−1} ∈ T i Q ∈ I_n, togaą zborot Qp_0p_1 . . . p_{n−1} ∈ T . △ Pritoa, voveduvame dogovor za ozna~uvawe na termite. Namesto term Qp_0p_1 . . . p_{n−1} piąuvame Q(p_0, p_1, . . . , p_{n−1}), binarnite operaciski simboli vo termite gi piąuvame infiksno. Da uo~ime deka T_ρ(X) e prazno ako i samo ako X ∪ I_0 e prazno.

Definicija 16 Ako T_ρ(X) ≠ ∅, togaą algebra termi od tip ρ nad X, so oznaka T_ρ(X), e algebrata od tip ρ so nositel T_ρ(X) za ~ii osnovni operacii vaæi Q^{Tρ(X)}(p_0, . . . , p_{n−1}) = Q(p_0, . . . , p_{n−1}) za sekoj Q ∈ I_n, p_i ∈ T_ρ(X). △ Teorema 3 Neka ρ e tip na sli~nost, I e soodvetno mnoæestvo operaciski simboli, i X e mnoæestvo takvo ąto |X| ≥ 1 ako I_0 = ∅. Neka V e mnoguobrazie algebri od tip ρ.

(i) Ako X ∩I = ∅, togaą algebrata termi T_ρ(X) e apsolutno slobodna algebra od tip ρ generirana od mnoæestvoto {< x > | x ∈ X} (ili velime, generirana od X).

(ii) Ako X∩I = ∅, togaą T_ρ(X)/Θ(V) e slobodna vo V nad mnoæestvoto {< x > /Θ(V)| x ∈ X}. (iii) Ako V ima netrivijalni ~lenovi, togaą postoi slobodna algebra vo V nad mnoæestvoto X. � Definicija 17 So F_K(X) ozna~uvame slobodna algebra vo V(K) so slobodno generatorno mnoæestvo X. F_K(κ) ozna~uva algebra F_K(X) za |X| = κ. △ Da zabeleæime deka: F_K(X), ako postoi, e opredelena do izomorfizam; F_K(κ) e opredelena do izomorfizam; F_K(0) postoi ako i samo ako tipot sodræi nularni operacii; F_K(1) postoi; ako κ > 1, F_K(κ) postoi ako i samo ako K ima netrivijalni ~lenovi.

Posledica 1 Neka X e mnoæestvo i K e klasa algebri od tip ρ taka ąto F_K(X) postoi. Togaą F_K(X) pripa|a na SP(K) i F_{V(K)}(X) ∼= F_K(X) ∼= T_ρ(X)/Θ(K). �

Vo prodolæenie davame poopąta definicija na term. Pritoa, smetame deka sekoe mnoæestvo operaciski simboli I od sekoj tip ρ e takvo ąto I ∩ N = ∅.

Definicija 18 Neka ρ e tip. Pod term (od tip ρ) podrazbirame element od algebrata termi T_ρ(N). Stavame v_n =< n > i termite v_n, za n ∈ N, gi narekuvame promenlivi. △

Za sekoj n ∈ N, algebrata termi T_ρ(n) e podalgebra od T_ρ(N) generirana od v_0, . . . , v_{n−1}. Potoa, T_ρ(N) = ⋃ n∈N T^ρ(n) i T^ρ(1) ⊆ T^ρ(2) ⊆ . . . . Definicija 19 Neka A e algebra od tip ρ i p ∈ T_ρ(n). Definirame n-arna operacija p^A na A so indukcija po dolæinata na p. Ako p = v_i, stavame p^A(a_0, . . . , a_{n−1}) = a_i. Ako q^A e definirano za site termi q so dolæina pomala od p, i ako p = Q(p_1, . . . , p_{m−1}), kade Q e m-aren operaciski simbol, togaą stavame p^A(a_0, . . . , a_{n−1}) = Q^A(p^A_0 (a_0, . . . , a_{n−1}), . . . , p^A_{m−1}(a_0, . . . , a_{n−1})). △ Definicija 20 Identitet ili ravenstvo od tip ρ e zbor od oblik p ≈ q kade p i q se ρ- termi. △

Neka A e algebra i p ≈ q e identitet (i dvete od tip ρ) i neka p, q ∈ T_ρ(n). Ako ā ∈ A^n, togaą velime deka ā go zadovoluva p ≈ q ako i samo ako p^A(ā) = q^A(ā). Ozna~uvame A, ā |= p ≈ q.

Velime deka identitetot p ≈ q e vistinit vo A ako i samo ako p^A = q^A. Ozna~uvame A |= p ≈ q.

Velime deka identitetot p ≈ q e vistinit vo klasa K od tip ρ ako i samo ako e vistinit vo sekoj ~len na K. Ozna~uvame K |= p ≈ q.

Ako Σ e mnoæestvo identiteti od tip ρ i K e klasa algebri od tip ρ, velime deka Σ e vistinito vo K, oznaka K |= Σ, ako i samo ako sekoj element na Σ e vistinit vo K.

Svojstvo 6 Neka A e algebra i p ≈ q e identitet (i dvete od tip ρ). Slednite uslovi se ekvivalentni. (i) A |= p ≈ q. (ii) Ako p, q ∈ T_ρ(n), togaą A, ā |= p ≈ q za sekoj ā ∈ A^n. (iii) Za sekoj homomorfizam f od T_ρ(N) vo A vaæi f(p) = f(q). (iv) Ako p, q ∈ T_ρ(n) i x_0, . . . , x_{n−1} se n razli~ni promenlivi, togaą A |= p(x_0, . . . , x_{n−1}) ≈ q(x_0, . . . , x_{n−1}). � Teorema 4 Neka K e klasa algebri od tip ρ, neka p, q ∈ T_ρ(n), neka X e mnoæestvo i x_0, . . . , x_{n−1} ∈ X. Slednite uslovi se ekvivalentni: (i) K |= p ≈ q. (ii) < p, q > pripa|a vo kongruencijata Θ(K) na T_ρ(N). (iii) Ako F_K(X) postoi, togaą F_K(X) |= p ≈ q.

(iv) Ako F_K(X) postoi, togaą p^FK^{(X)}(x_0, . . . , x_{n−1}) = q^FK^{(X)}(x_0, . . . , x_{n−1}). �

Svojstvo 7 Neka K e klasa algebri od isti tip. Mnoæestvata identiteti vistiniti vo klasite K, H(K), S(K), P(K), V(K) se ednakvi. � Definicija 21 Neka K e klasa algebri od tip ρ i Σ e mnoæestvo identiteti od tip ρ. Ozna~uvame Θ(K) = {p ≈ q| K |= p ≈ q} i Mod(Σ) = {A| A |= Σ}. △

Klasata K se narekuva ednakvostna klasa ako i samo ako K = Mod(Γ) za nekoe mnoæestvo identiteti Γ. Koga ova vaæi velime deka K e definirana ili aksiomatizirana od Γ.

Mnoæestvoto Σ se narekuva ednakvostna teorija ako i samo ako Σ = Θ(L) za nekoja klasa algebri L od tip ρ. Koga ova vaæi Σ se vika ednakvostna teorija na L.

Svojstvo 8 Neka K e klasa algebri od tip ρ, A e algebra od istiot tip i X e mnoæestvo takvo ąto |X| ≥ |A|.

(i) Ako K se sostoi od trivijalni algebri, togaą A |= Θ(K) ako i samo ako |A| = 1.

(ii) Ako K sodræi netrivijalna algebra, togaą A |= Θ(K) ako i samo ako A ∈ H(F_K(X)). �

Teorema 5 (G. Birkhoff)

Za sekoja klasa K od sli~ni algebri, HSP(K) = ModΘ(K). (Zna~i, K e mnoguobrazie ako i samo ako e ednakvostna klasa.) �

Svojstvo 9 Ako V e mnoguobrazie koe sodræi netrivijalna algebra i X e mnoæestvo koe e najmalku prebroivo, togaą V = V(F_V (X)). �

Zna~i, neka V e mnoguobrazie od tip ρ koe sodræi netrivijalni algebri. V e generirano od svojata slobodna algebra F_V (ω), koja moæe da se konstruira kako faktor algebra na T_ρ(N). Dva termi p i q se vo ista klasa vo faktor strukturata ako i samo ako identitetot p ≈ q e vistinit vo V. Taka, ednakvostnata teorija na V ja opredeluva F_V (ω) i samoto V moæe da se definira kako klasata od site modeli na svojata ednakvostna teorija. Sli~no, kone~no generirana slobodna algebra F_V (n), n ∈ N, e faktor algebra na T_ρ(n) i dva n-arni termi p i q se identifikuvaat vo F_V (n) ako i samo ako termovskite operacii p^A i q^A se ednakvi za sekoja A ∈ V.

Konstruktiven opis na slobodnite algebri vo mnoguobrazie V e isto ąto i konstruktiven opis na kongruencijata Θ(V) na T_ρ(N) za koja F_V (ω) ∼= T_ρ(N)/Θ(V) ili pak na ednakvostnata teorija na V, bidejÿi < p, q >∈ Θ(V) ako i samo ako p ≈ q ∈ Θ(V). Eden pristap za opisot na slobodnite algebri e opredeluvawe na podmnoæestvo od T_ρ(N) sostaveno to~no od po eden element od sekoja klasa na ekvivalentnost. Elementite od takvo mnoæestvo ~esto se narekuvaat reducirani termi ili normalni formi. Se obiduvame da opredelime algoritam koj za sekoj term go opredeluva edinstveniot reduciran term, ekvivalenten na nego. Ako vakov algoritam postoi, toj vednaą vodi kon definicija na operaciite na mnoæestvoto reducirani termi, pri koi ova mnoæestvo stanuva algebra izomorfna na F_V (ω).

Toa e napraveno za mnoguobrazieto slupi vo pettiot del na trudot.

2.2 Problem na zborovi i drugi problemi na odlu~ivost za algebrite

Vo ovoj del go definirame problemot na zborovi, davajÿi prethodno nekolku neophodni definicii vo vrska so prezentaciite na algebrite. Definiciite na poimite i teoremite se spored [13]. Pritoa, sekade ÿe gi koristime slednive oznaki. Ako I e signatura od tip ρ, A e algebra od tip ρ i G e podmnoæestvo od nositelot na A , so ρ^′ ÿe go ozna~uvame rangot na I ∪ G (pri opąta pretpostavka I ∩ G = ∅), t.e. na signaturata se dodavaat kako novi konstanti (nularni operacii) elementite od G. Potoa, so A_G ÿe ja ozna~uvame algebrata koja nastanuva od A, dodavajÿi samo uąte osnovni nularni operacii od G.

Definicija 22 Neka R e mnoæestvo identiteti od tip ρ^′, vo signatura I ∪ G. Podredeniot par (G, R) e prezentacija od tip ρ^′ vo signatura I ∪ G. Edna prezentacija (G, R) e kone~na ako i G i R se kone~ni mnoæestvo. △

Definicija 23 Neka Θ e mnoæestvo identiteti od tip ρ, V = Mod(Θ) i neka (G, R) e prezentacija od tip ρ^′. Algebra A od tip ρ e prezentirana od (G, R) vo V, ako vaæat slednive uslovi:

(i) A = S^A_g (G);

(ii) A_G |= Θ ∪ R; i

(iii) Za sekoj identitet bez promenlivi p ≈ q od tip ρ^′, od A_G |= p ≈ q sleduva Θ ∪ R |= p ≈ q. △ Za edna algebra velime deka e kone~no prezentirana, ako e prezentirana so kone~na prezentacija.

Algebra prezentirana so (G, R) vo V e edinstvena do izomorfizam. Neka (G, R) e prezentacija od tip ρ^′, Θ e mnoæestvo identiteti od tip ρ i V̄ e mnoguobrazieto definirano so Θ∪R. Togaą reduktot do tip ρ (od signaturata otstraneti nularnite operacii od G) na slobodnata algebra F¯_V (0) e algebra prezentirana so (G, R) vo V.

Definicija 24 Neka Θ e mnoæestvo identiteti od tip ρ, V = Mod(Θ) i A e algebra kone~no prezentirana so (G, R) vo V. Problemot na zborovi za A vo V praąuva dali postoi algoritam koj odlu~uva za proizvolen identitet p ≈ q od tip ρ^′, bez promenlivi, dali A_G |= p ≈ q ili ne. △ Ako vakov algoritam postoi velime deka problemot na zborovi za A e reąliv, inaku e nereąliv.

Definicija 25 Neka Θ e mnoæestvo identiteti od tip ρ i V = Mod(Θ).

Problem na zborovi za V na prvo nivo (W P 1) e praąaweto dali postoi algoritam koj go reąava problemot na zborovi za site kone~no prezentirani algebri vo V.

Problem na zborovi za V na vtoro nivo (W P 2) e praąaweto dali za sekoja kone~no prezentirana algebra A vo V, postoi algoritam koj go reąava problemot na zborovi za A vo V. △

Jasno e deka reąlivosta na problemot na zborovi na prvo nivo, za nekoe mnoguobrazie, povlekuva reąlivost i na vtoro nivo.

Kako ąto veÿe spomenavme vo vovedot, pred razvitokot na teorijata na presmetlivost poimot algoritamski nereąliv problem, pa i nereąliv problem na zborovi ne bil poznat. Vo 1947 Markov i Post dokaæale deka problemot na zborovi za polugrupite e nereąliv (na vtoro nivo, a so toa i na prvo). Dokazot na toa tvredewe e detalno razraboten vo vtoriot del na trudot. Vo 1955 Boone i Novikov dokaæale isto za mnoguobrazieto grupi, a Hutchinson i Lipshitz za modularnite mreæi.

Za pregled ja davame slednava tabela (spored [13]).

Nereąliv W P 1 Reąliv W P 1 grupi Abelovi grupi kvazigrupi prsteni komutativni prsteni neasocijativni prsteni polugrupi komutativni polugrupi modularni mreæi mreæi

Vo trudot nema da se zadræuvame na dokaæuvawe na site rezultati navedeni vo ovoj pregled. Interesno e kako dodavaweto na komutativniot zakon vlijae na reąlivosta na problemot na zborovi, i odzemaweto na asocijativniot isto taka. Vo posledniot red od tabelata ne e sodræana nikakva kontradikcija. Postoi kone~no prezentirana modularna mreæa vo mnoguobrazieto modularni mreæi so nereæliv problem na zborovi koja ne e kone~no prezentirana vo mnoguobrazieto mreæi.

Da spomeneme deka reąlivost na W P 2 ne povlekuva reąlivost na W P 1, no ova tvredewe e daleku od ednostavno da se dokaæe.

Primer 1 (Wells, spored [13])

Neka V e mnoguobrazie so edna nularna operacija 0, edna binarna · i prebroivo mnogu unarni operacii h_n, n ∈ N, koe e definirano so slednive identiteti:

x · y ≈ y · x, x · (y · z) ≈ (x · y) · z, x · 0 ≈ 0, x · x ≈ 0,

x · h_n(y) ≈ 0, h_n(h_n(x)) ≈ h_n(x), n ∈ N, h_n(h_k(x)) ≈ 0, n ≠ k, n, k ∈ N, h^n_{mn} (x_1 · x_2 · · · · · x_{mn} ) ≈ 0,

kade {m_n|n ∈ N} e nekoe rekurzivno nabrojuvawe na nekoe nerekurzivno mnoæestvo X. Togaą V ima reąliv W P 2, a nereąliv W P 1.

Drug problem na odlu~ivost za algebrite e takanare~eniot problem na ednakvostna teorija koj, spored definicijata, e tesno povrzan so problemot na zborovi.

Definicija 26 Neka V e mnoguobrazie algebri od tip ρ. Problem na ednakvostna teorija za V e problemot na odlu~ivost na jazikot Eq(V) = {p ≈ q| V |= p ≈ q, p ≈ q e identitet od tip ρ}. △

Neka Θ e mnoæestvo identiteti od tip ρ i V e mnoguobrazieto definirano so Θ. Neka A e algebra prezentirana so (G, ∅) vo V, kade G e prebroivo mnoæestvo od (novi) konstanti. Jasno, A ne e kone~no prezentirana, no ako problemot na zborovi go definirame za A analogno kako za kone~no prezentirana algebra od V, togaą problemot na zborovi za A vo V e ekvivalenten na problemot na odlu~ivost na ednakvostnata teorija za V. Bidejÿi vaka definiranata algebra A e izomorfna na F_V (ω), ~esto problemot na ednakvostna teorija za V se narekuva i problem na zborovi za slobodnite objekti vo V.

Da se zadræime na vrskite pome|u problemot na zborovi za edno mnoguobrazie i problemot na ednakvostna teorija. Vo opąt slu~aj od nereąlivosta na problemot na zborovi na prvo ili na vtoro nivo za mnoguobrazie V ne sleduva neodlu~ivost na ednakvostnata teorija za V. Primer za ova e mnoguobrazieto grupi vo koe W P 1 i W P 2 se nereąlivi no ednakvostnata teorija e odlu~iva - prepiąuva~ki sistem na Knuth i Bendix naveden vo vovedot.

Isto taka, vo opąt slu~aj, neodlu~ivost na ednakvostnata teorija na nekoe mnoguobrazie ne povlekuva neodlu~ivost na W P 2 za istoto mnoguobrazie, ąto i se o~ekuva od definicijata, bidejÿi neodlu~iva ednakvostna teorija zna~i deka problemot na zborovi e nereąliv za F_V (ω), no ovaa algebra ne e kone~no prezentirana vo V. Primer za toa e mnoguobrazieto od Primer 1 koe ima neodlu~iva ednakvostna teorija ([13]).

Ona ąto vaæi e deka reąlivost na W P 1 za dadeno mnoguobrazie povlekuva odlu~ivost na ednakvostnata teorija za istoto. Dokazot na ova tvrdewe e dosta sloæen, istiot moæe da se najde vo [13]. Ovde davame samo pregled na nekoi poimi i svojstva od koi istoto sleduva, a koi se interesni i sami po sebe.

Definicija 27 Neka K e klasa modeli na jazik od prv red L. Velime deka elementarnata teorija na K e odlu~iva ako e odlu~ivo mnoæestvoto T h(K) = {ϕ| K |= ϕ, ϕ e formula vo jazikot L}. △

Jasno, odlu~ivost na elementarnata teorija povlekuva odlu~ivost na ednakvostnata teorija za nekoe mnoguobrazie.

Ako V e mnoguobrazie, togaą , spored teoremata na Birkhoff, toa e klasa modeli na mnoæestvo identiteti na jazik od prv red so ravenstvo koj nema predikatni simboli, pa, spored toa, moæe da zboruvame za odlu~ivost na elementarnata teorija na V.

Definicija 28 Ako p_1 ≈ q_1, . . . , p_n ≈ q_n, p ≈ q se identiteti od tip ρ vo signatura I, togaą formulata p_1 ≈ q_1 ∧ · · · ∧ p_n ≈ q_n =⇒ p ≈ q e kvazi-identitet od tip ρ (vo signatura I). △

Neka V e mnoguobrazie od tip ρ. Velime deka problemot na kvaziidentiteti na V e odlu~iv ako e odlu~ivo mnoæestvoto Q(V) = {q| V |= q, q e kvazi-identitet od tip ρ}.

Teorema 6 Neka V e mnoguobrazie. Problemot na kvazi-identiteti za V e ekvivalenten so W P 1 za V. �

Tvrdeweto iskaæano so prethodnata teorema e interesno, bidejÿi so toa problemot na zborovi na prvo nivo za nekoe mnoguobrazie direktno se sveduva na problem na odlu~ivost na odredeno mnoæestvo. Isto taka, od ova tvrdewe sleduva deka odlu~ivost na W P 1 za nekoe mnoguobrazie povlekuva odlu~ivost na ednakvostna teorija na istoto, bidejÿi K |= p ≈ q ako i samo ako K |= p ≈ p =⇒ p ≈ q. Posledica 2 Za sekoe mnoguobrazie V neodlu~ivost na W P 1 implicira neodlu~ivost na negovata elementarna teorija. �

2.3 Rezultati na Evans za odlu~ivost na WP 1 Vo ovoj del se zadræuvame na nekolku teoremi na Evans ([5, 6, 7, 8]) koi davaat bitni kriteriumi za reąlivost na problemot na zborovi na prvo nivo za proizvolno mnoguobrazie.

Neka V e mnoguobrazie algebri od tip ρ. So V_ρ go ozna~uvame mnoguobrazieto od site algebri od tip ρ.

Definicija 29 Neka P e mnoæestvo. Delumna operacija na P so rang r e preslikuvawe f : D → P , kade D ⊆ P^r e domen na na f.

Neka I e indeksno mnoæestvo od tip ρ. Delumna ili nekompletna V_ρ - algebra e trojka P =< P, F, S >, kade P e mnoæestvo, F e mnoæestvo delumni operacii, interpretacii na operaciskite simboli od I, i S e familija mnoæestva od P , indeksirana so I, t.e. S_Q e domenot na delumnata operacija Q^P ∈ F . △ Definicija 30 Delumna ili nekompletna V-algebra e delumna V_ρalgebra P =< P, F, S > za koja vaæi:

(1) Koga identitetite na V se primenlivi na P, tie se zadovoleni vo P, odnosno, ako p ≈ q e identitet od V, kade p = p(x_1, . . . , x_n), q = q(x_1, . . . , x_n) i a_1, . . . , a_n se elementi od P za koi delumnite operacii dozvoluvaat da se presmetaat vrednostite na p^P (a_1, . . . , a_n) i q^P (a_1, . . . , a_n), togaą p^P (a_1, . . . , a_n) = q^P (a_1, . . . , a_n).

(2) Delumnite operacii na P i identitetite na V ne dozvoluvaat zgolemuvawe na domenot na delumnite operacii, odnosno, ako p ≈ q e identitet vo V kade p = p(x_1, . . . , x_n), q = q(x_1, . . . , x_n) i, od druga strana, q = Q(r_1, . . . , r_m), Q ∈ I i a_1, . . . a_n se elementi od P za koi se definirani vrednostite na p^P (a_1, . . . , a_n) i r^P_i (a_1, . . . , a_n), za 1 ≤ i ≤ m, togaą i Q^P (r^P_1 (a_1, . . . , a_n), . . . , r^P_m(a_1, . . . , a_n)) ima definirana vrednost vo P i vaæi Q^P (r^P_1 (a_1, . . . , a_n), . . . , r^P_m(a_1, . . . , a_n)) = p^P (a_1, . . . , a_n). △

Definicija 31 Edna delumna V-algebra P =< P, F, S > e smestliva vo V-algebra A, ako postoi injekcija f : P → A, taka ąto za sekoj operaciski simbol Q od signaturata na P, f ∘ Q^P = Q^A|f(S_Q). △

Bidejÿi sekogaą moæe da rabotime so minimalnata podalgebra od V-algebra A vo koja se smestuva delumna V algebra P, bez gubewe opątost moæe da smetame deka A e generirana od f(P ), a i deka e generirana od P .

Lema 1 Neka P e delumna V-algebra. Neka A e V algebra prezentirana so (P, R), kade R = {Q^A(a_{i1} , . . . , a_{ir} ) ≈ a_t| ρ(Q) = r, < a_{i1} , . . . , a_{ir} >∈ S_Q, Q^P (a_{i1} , . . . , a_{ir} ) = a_t}. Togaą ako postoi smestuvawe na P vo Valgebra, postoi smestuvawe na P vo A i sekoja V-algebra vo koja moæe da se smesti P e homomorfna slika na A.

Dokaz. Neka B e proizvolna V algebra vo koja se smestuva P. Imame B ∼= T_ρ(P )/β i A ∼= T_ρ(P )/α kade α ∈ ConT_ρ(P ) i α e generirana od identitetite na V i definira~kite relacii od R. Od injektivnosta na smestuvaweto i ≠ j =⇒ i/β ≠ j/β. Potoa α ⊆ β od definira~kite ravenstva na A i od toa ąto P e smestena vo B. Preslikuvaweto ϕ : T_ρ(P )/α → T_ρ(P )/β opredeleno so ϕ(u/α) = u/β e homomorfizam od A vo B. Preslikuvaweto i → i/α e smestuvawe na P vo A. Imeno, za sekoja delumna operacija Q^P na P so rang r i sekoj < i_1, . . . , i_r >∈ S_Q imame Q^P (i_1, . . . , i_r) = s → s/α = Q^{Tρ(J)/α}(i_1/α, . . . , i_r/α) i i/α = j/α povlekuva i/β = j/β od kade i = j. �

Definicija 32 V-algebra A od tip ρ i indeksno mnoæestvo I, prezentirana so (G, R), G = {a_i| i ∈ J}, e e definirana so zatvoren sistem od relacii ako:

(1) Sekoja relacija od R e od oblik Q^A(a_{i1} , . . . , a_{ir} ) ≈ a_t, kade Q e operaciski simbol so rang r.

(2) Sistemot P =< G, F_I, S_I >, kade < a_{i1} , . . . , a_{ir} >∈ S_Q ako i samo ako Q^A(a_{i1} , . . . , a_{ir} ) ≈ a_t ∈ R i togaą Q^P (a_{i1} , . . . , a_{ir} ) = a_t, e delumna V-algebra. (Pritoa P e delumna algebra soodvetna na A.) △

Lema 2 Neka V e mnoguobrazie so svojstvoto deka sekoja delumna V-algebra moæe da se smesti vo V-algebra. Ako A e V-algebra prezentirana so (G, R), kade R e zatvoren sistem definira~ki relacii, togaą niedni dva generatorni elementi od G ne se ekvivalentni vo A.

Dokaz. Neka A e definirana so zatvoren sistem definira~ki relacii. Togaą A ∼= T_ρ(G)/α. Neka P e delumna V algebra soodvetna na A. Od

Lema 1 preslikuvaweto i → i/α, i ∈ G e smestuvawe na P vo A. Od injektivnosta sleduva tvrdeweto. �

Teorema 7 Neka V e mnoguobrazie algebri so svojstvoto deka sekoja (kone~na) delumna V-algebra moæe da se smesti vo V-algebra. Togaą W P 1 e reąliv za V.

Dokaz Neka V e mnoguobrazie so svojstvoto deka sekoja delumna V-algebra moæe da se smesti vo V algebra i neka A e kone~no prezentirana V algebra so prezentacija (G_A, R). Jasno, A ∼= T_ρ(G_A)/α kade α ∈ ConT_ρ(G_A) i α e generirana od identitetite na V i definira~kite relacii od R. Neka u, v ∈ T_ρ(G_A). ĺe konstruirame V algebra B definirana so zatvoren sistem definira~ki relacii t.ą. B ∼= A. Algebrata B ÿe ima prezentacija (G_B, C_B) t.e. B ∼= T_ρ(G_B)/β kade β ∈ ConT_ρ(G_B), β e generirana od C_B. Pritoa pri izomorfizmot u/α i v/α ÿe soodvetstvuvaat na g_1/β i g_2/β soodvetno, za nekoi generatori g_1, g_2 ∈ G_B. Togaą od Lema 2 i od izomorfizmot se dobiva g_1 = g_2 ako i samo ako u/α = v/α. Gi konstruirame G_B i C_B na sledniot na~in. So indukcija po sloæenost na termi, definirame preslikuvawe P : T_ρ(G_A) → B(T_ρ(G_A) so:

P (t) := {t} t ∈ G_A {t} ∪ P (t_1) ∪ · · · ∪ P (t_r) t = Q(t_1, . . . , t_r) Neka X = P (u) ∪ P (v) ∪ ( q⋃ i=1 P (l_i)) ∪ ( q⋃ i=1 P (r_i))) kade R = {l_i ≈ r_i|i = 1, . . . , q}. X e kone~no mnoæestvo, neka |X| = n i neka G^′_B = {b_1, . . . , b_n} e mnoæestvo t.ą. G^′_B ∩ X = ∅ i b : X → G^′_B e biekcija, pri koja b_1 = b(u), b_2 = b(v). Stavame R_B = {Q(b_{i1} , . . . , b_{ir} ) ≈ b_t|b_t = b(Q(t_{i1} , . . . , t_{ir} )), b(t_{ij} ) = b_{ij} , j = 1, . . . , r} ∪ {b_s ≈ b_t|b_s = b(l_i), b_t = b(r_i), l_i ≈ r_i ∈ R}. Togaą algebrata B prezentirana so (G^′_B, R_B) e izomorfna so A. Imeno, B ∼= T_ρ(G_B)/β, za β ∈ ConT_ρ(G_B), β e generirana od identitetite na V i definira~kite relacii od R_B. Preslikuvaweto u/α → b^′(u)/β za sekoj u ∈ T_ρ(G_B) kade b^′(u) = b(u) za u ∈ X i b^′(u) = Q^{Tρ(GB )}(b^′(t_1), . . . , b^′(t_r)) ako u ∉ X, u = Q^{Tρ(GA)}(t_1, . . . , t_r) e izomorfizam od A vo B. Da zabeleæime deka moæe da smetame deka G_A ⊆ X od aspekt na problemot na zborovi, bidejÿi A |= u ≈ v ako i samo ako u ≈ v e vistinit vo algebrata prezentirana so (G^′_A, R) kade G^′_A = G_A ∩ X, a so toa i gornoto preslikuvawe e dobro definirano.

So postapkata navedena vo prodolæenie od G^′_B i R_B formirame G_B ⊆ G^′_B i zatvoren sistem definira~ki relacii C_B taka ąto (G_B, C_B) e povtorno prezentacija na B. Postapkata se sostoi od:

I. Otstranuvawe generatori i relacii. Ako b_s ≈ b_t e definira~ka relacija pri s < t, istata ja otstranuvame od mnoæestvoto definira~ki relacii, go otstranuvame b_t odmnoæestvoto generatori i vo site ostanati relacii sekoe pojavuvawe na b_t go zamenuvame so b_s.

II. Dodavawe relacii. Postojat tri slu~ai:

1. Ako postojat dve relacii Q_1(b_{i1} , . . . , b_{ir} ) ≈ b_s i Q_1(b_{i1} , . . . , b_{ir} ) ≈ b_t pri s ≠ t, dodavame relacija b_s ≈ b_t.

2. Ako za nekoja zamena na generatori na mesto na promenlivi vo aksioma p ≈ q od V na dvata dobieni zbora (leva i desna strana) moæe da im se dodeli vrednost b_s i b_t soodvetno pri s ≠ t, dodavame relacija b_s ≈ b_t.

3. Ako p ≈ q e aksioma na V kade q = Q(q_1, . . . , q_r) i ako za nekoja zamena na generatori na mesto na promenlivi vo p moæe da se dodeli vrednost b_s, a vo q_1, . . . , q_r moæe da se dodelat soodvetno vrednosti b_{i1} , . . . , b_{ir} dodavame relacija Q(b_{i1} , . . . , b_{ir} ) ≈ b_s. Potreben i dovolen uslov za edno mnoæestvo definira~ki relacii da pretstavuva zatvoren sistem e primena na I. i II. da ne go menuva.

Gi primenuvame I. i II. na generatorite i definira~kite relacii na B. Ona ąto se dobiva so primena na I. ili II. povtorno e prezentacija na B. Isto taka B e kone~no prezentirana pa po kone~en broj ~ekori se dobiva kone~na prezentacija na B so zatvoren sistem definira~ki relacii. Imeno, so I. se namaluva brojot na generatori i definira~ki relacii, II1 namaluva generatori i definira~ki relacii pri sledna primena na I. Bidejÿi V e definirano so kone~no moæestvo identiteti so II2 i II3 eventualno se dodavaat kone~no mnogu novi relacii. Generatorot b_1 sekogaą ostanuva vo mnoæestvoto generatori, po kone~na posledovatelna primena na I i II se dobiva nekoe mnoæestvo definira~ki relacii vo koi nema relacii od oblik b_s ≈ b_t, s ≠ t. Togaą veÿe so I i II ne se dobiva niąto novo i definira~kite relacii formiraat zatvoren sistem. Ostanatoto mnoæestvo generatori go ozna~uvame so G_B, a mnoæestvoto definira~ki relacii so C_B.

Spored prethodno napravenata diskusija, ako b_2 ∈ G_B togaą A |= u ≈ v, inaku u i v ne se ekvivalentni vo A. � So primena na ovaa teorema se dobiva reąlivost na W P I za mnogu mnoguobrazija algebri, kako ąto se mnoguobrazieto lupi od tip < 2, 2, 2 > (G.E. Bates, G. Birkhoff) i mnoguobrazieto mreæi - kako posledica od teorema na G. Birkhoff spored koja sekoe delumno podredeno mnoæestvo moæe da se smesti vo mreæa taka ąto site infimumi i supremumi vo podredenoto mnoæestvo se zapazeni vo mreæata. Vo ~etvrtiot del na trudot, koristejÿi ja prethodnata teorema na Evans, dokaæuvame deka problemot na zborovi e reąliv za mnoguobrazieto slupi od tip < 2, 0 >.

Definicija 33 Problemot na smestuvawe e reąliv za mnoguobrazie V ako e odlu~ivo dali sekoja kone~na delumna V-algebra moæe da se smesti vo V-algebra. △ Teorema 8 Problemot na smestuvawe e reąliv za mnoguobrazie V ako i samo ako W P 1 e reąliv za V.

Dokaz Neka W P I e reąliv za V i neka P e kone~na delumna V-algebra. Od Lema 1 ako postoi smestuvawe na P vo nekoja V-algebra, postoi smestuvawe na P vo T_ρ(P )/α kade α e kongruencijata na T_ρ(P ) generirana od definira~ki ravenstva koi soodvetstvuvaat na delumnite operacii od P i identitetite od V. Pritoa T_ρ(P )/α izomorfno ja sodræi P ako i samo ako x/α ≠ y/α za x, y ∈ P, x ≠ y t.e. x ̸αy. Zna~i, bidejÿi po pretpostvka za proizvolni dva zbora u, v ∈ T_ρ moæe da utvrdime dali uαv, moæe da utvrdime i dali P moæe da se smesti.

Obratno, neka problemot na smestuvawe e reąliv za V. Neka A e kone~no prezentirana vo V so (G, R). Neka u, v ∈ T_ρ(G) se proizvolni dva zbora. Sakame da utvrdime dali uαv kade α e kongruencijata na T_ρ(G) generirana od identitetite na V i definira~kite ravenstva od R. Kako vo dokazot na Teorema 7 konstruirame kone~no prezentirana V algebra B so prezentacija (G_B, C_B), kade C_B e zatvoren sistem definira~ki relacii koja e izomorfna na A, i pri ovoj izomorfizam u/α i v/α soodvetstvuvaat na klasi na generatori od B. Neka P e delumnata algebra soodvetna na B (vakva postoi bidejÿi B e definirana so zatvoren sistem definira~ki relacii). Vo konstrukcijata na B moæe da se slu~i u/α i v/α da soodvetstvuvaat na klasa na eden (preostanat) generator. Vo ovoj slu~aj jasno e deka uαv. Neka u/α soodvetstvuva na klasata na b_1, a v/α na klasata na b_2, kade b_1, b_2 ∈ G_B, b_1 ≠ b_2. Od Lema 2 ako P moæe da se smesti vo V-algebra, togaą b_1 i b_2 ne se ekvivalentni vo B, pa u i v ne se ekvivalentni vo A.

Ostanuva uąte slu~ajot koga P ne moæe da se smesti vo V-algebra. Togaą nekoi od generatorite na B se ekvivalentni vo B. Za da utvrdime dali b_1 i b_2 se ekvivalentni, konstruirame homomorfni sliki na B na razli~ni na~ini no sekogaą b_1 i b_2 gi ostavame razli~ni. Ako generatorite i definira~kite relacii od ovie homomorfni sliki soodvetstvuvaat na delumna V algebra koja moæe da se smesti, togaą b_1 i b_2, bidejÿi ne se ekvivalentni vo soodvetnata homomorfna slika, ne se ekvivalentni ni vo B.

Imeno, neka e dadena particija na generatorite na B, G_B = G^1_B ∪ · · · ∪ G^s_B. Neka B^′ e V algebra so prezentacija (G_B, C_B ∪ {b_i ≈ b_j|(∃k ∈ {1, . . . , s}b_i, b_j ∈ G^k_B}). Na ist na~in kako vo dokazot na Teorema 7 za B^′ dobivame zatvoren sistem definira~ki ravenstva C^′_B, t.e. B^′ e prezentirana so (G^′_B, C^′_B). Jasno, vo G^′_B se nao|a najmnogu po eden generator od sekoja od klasite G^1_B, . . . , G^s_B. Vsuąnost ÿe ima to~no po eden od sekoja klasa (onoj so najmal indeks) koga sekoja klasa od particijata sodræi ekvivalentni generatori od B i niedni dva generatori od razli~ni klasi ne se ekvivalentni vo B.

Ako π e edna particija na generatorite na B, togaą V algebrata B^′ se narekuva π-homomorfna slika na B. Pritoa vaæi slednoto tvrdewe.

Ako B e V algebra generirana od G_B = {b_1, . . . , b_m} i definirana so zatvoren sistem definira~ki relacii t. ą. b_1 i b_2 ne se ekvivalentni vo B, togaą postoi π - homomorfna slika B^′ na B koja gi sodræi b_1 i b_2 me|u svoite neekvivalentni generatori i soodvetnata delumna algebra moæe da se smesti.

Navistina, neka π e particija na G_B pri koja dva generatori se vo ista klasa ako i samo ako se ekvivalentni vo B. Particijata ima barem dve klasi (b_1 i b_2 po pretpostavka se neekvivalentni). Neka B^′ e π - homomorfna slika na B. Togaą niedni dva generatori na B^′ ne se ekvivalentni vo B^′, pa soodvetnata delumna V algebra moæe da se smesti.

Zna~i metodot za opredeluvawe dali generatorite b_1 i b_2 na B se ekvivalentni e sledniot: gi razgleduvame site particii na generatorite na B. Vakvi ima kone~no mnogu. Po pretpostavka odlu~ivo e dali delumna V algebra moæe da se smesti, pa moæe da gi najdeme site π - homomorfni sliki na B koi soodvetstvuvaat na delumni algebri koi moæat da se smestat. Ako vo nekoja od niv b_1 i b_2 se razli~ni generatori, togaą tie ne se ekvivalentni vo B, inaku se ekvivalentni. � Eden moæen na~in za odlu~uvawe na problemot na smestuvawe za mnoguobrazie V e da se dokaæe deka ako kone~na delumna algebra moæe da se smesti, togaą taa moæe da se smesti vo kone~na V-algebra i da se dobie nekakva ocenka za goleminata na V-algebrata koja ja sodræi. Za æal, mnogu mnoguobrazija go nemaat ova svojstvo.

Definicija 34 Edna algebra A e rezidualno kone~na ako za sekoi x ≠ y ∈ A, postoi homomorfizam h od A na kone~na algebra pri koj h(x) ≠ h(y). △ Definicija 35 Edna V-algebra A ima svojstvo na kone~no smestuvawe ako sekoja kone~na delumna V-algebra, sodræana vo A, moæe da se smesti vo kone~na V-algebra.

Edno mnoguobrazie V ima svojstvo na kone~no smestuvawe ako sekoja kone~na delumna V-algebra, koja moæe da se smesti, moæe da se smesti vo kone~na V-algebra. △

Svojstvo 10 Mnoguobrazie V ima svojstvo na kone~no smestuvawe ako sekoja kone~no generirana algebra od V go ima istoto svojstvo.

Dokaz Neka V e mnoguobrazie vo koe sekoja kone~no generirana algebra ima svojstvo na kone~no smestuvawe i neka A e V algebra i P e kone~na delumna algebra sodræana vo A. Neka B e V algebrata vo koja se smestuva P od Lema 1. Algebrata B ja sodræi P izomorfno i e kone~no generirana, pa po pretpostavka P moæe kone~no da se smesti. Dobivame deka V ima svojstvo na kone~no smestuvawe. �

Teorema 9 Kone~no prezentiranite algebri od mnoguobrazie V se rezidualno kone~ni ako i samo ako V ima svojstvo na kone~no smestuvawe.

Dokaz Neka kone~no prezentiranite algebri na V se rezidualno kone~ni. Neka A e kone~no prezentirana algebra na V. Zna~i A e rezidualno kone~na. Neka P e kone~na delumna V algebra sodræana vo A. Za sekoj par x, y ∈ P, x ≠ y, neka α_{x,y} e homomorfizam od A vo kone~na V-algebra A_{x,y} t.ą. α_{x,y}(x) ≠ α_{x,y}(y). Preslikuvaweto h : A → ΠA_{x,y} koe go preslikuva sekoj a ∈ A vo element od ΠA_{x,y} so komponenta α_{x,y}(a) vo A_{x,y} e homomorfizam koj e injektiven na P . Mnoæestvoto ΠA_{x,y} e kone~no, pa zna~i P e smestena vo kone~na V-algebra i od Svojstvo 10, V ima svojstvo na kone~no smestuvawe.

Obratno, neka V ima svojstvo na kone~no smestuvawe i neka x ≠ y se dva elementi od kone~no prezentirana algebra A vo V. Neka B e algebrata izomorfna na A prezentirana so zatvoren sistem definira~ki relacii pri koj izomorfizam na x i y soodvetstvuvaat razli~ni generatorni elementi od B (kako vo dokazot na Teorema 7). Neka P e kone~nata delumna algebra soodvetna na B. Po pretpostavka postoi kone~na algebra C vo koja se smestuva P. Od Lema 1, C e homomorfna slika na A i pri ovoj homomorfizam x i y se preslikuvaat vo razli~ni elementi od C (bidejÿi P e smestena vo C). Zna~i, A e rezidualno kone~na. �

Teorema 10 Ako kone~no prezentirana algebra A od mnoguobrazie V e rezidualno kone~na (ili ima svojstvo na kone~no smestuvawe), togaą problemot na zborovi e reąliv za A.

Dokaz Neka A e kone~no prezentirana V algebra so prezentacija (G, R). Po pretpostavka A e rezidualno kone~na. Neka u, v ∈ T_ρ(G). Ako u i v ne se ekvivalentni vo A, togaą postoi kone~na homomorfna slika na A (pri homomorfizam h) vo koja h(u), h(v) ∈ T_ρ(h(G)) ne se ekvivalentni. Bi moæele da gi nabroime site kone~ni algebri generirani so h(G) vo koi se zadovoleni definira~kite relacii od R (soodvetni na R vsuąnost) i da proveruvame dali h(u) e ekvivalenten so h(v) vo sekoja vakva. Ako u i v ne se ekvivalentni vo A ÿe najdeme po kone~en broj ~ekori vakva algebra B.

Od druga strana, ako u i v se ekvivalentni vo A, togaą u ≈ v e posledica od definira~kite relacii na A t.e. ⋀ R =⇒ u ≈ v moæe da se dokaæe vo elementarnata teorija na V. Moæe da gi nabrojuvame i site posledici od definira~kite relacii na A. Zna~i ako u ≈ v vo A, takva formula ÿe se pojavi vo naąeto nabrojuvawe.

So naizmeni~no nabrojuvawe na kone~nite V-algebri i vistinitite V formuli nekogaą ÿe utvrdime dali u e ekvivalenten so v ili ne, t.e. problemot na zborovi e reąliv za A. �

Posledica 3 Ako V e mnoguobrazie so svojstvo na kone~no smestuvawe, togaą W P 1 e reąliv za V (t.e. problemot na smestuvawe e odlu~iv za

V). �

Prethodnata teorema povtorno dava uniformen metod za odlu~uvawe reąlivost na problemot na zborovi za Abelovite grupi, lupite, mreæite, kvazigrupite, no metodot na reąavawe na istiot e daleku neefikasen.

2.4 Nereąlivost na problemot na zborovi Na kratko davame osvrt na dokaæuvaweto na neodlu~ivost na problemot na zborovi, spored [13]. Postojat razni metodi za istoto, no site tie moæe da se podelat vo dve glavni grupi:

• Direktni metodi, koi gi koristat rezultatite za neodlu~ivost od teorijata na presmetlivost.

• Indirektni metodi, koi koristat smestuvawa i interpretacii na nekoi osnovni neodlu~ivi mnoguobrazija.

Sekako, vtorite se pojavile po dobivaweto na rezultati od prvite, odnosno po bitnite rezultati za neodlu~ivost dobieni vo teorijata za presmetlivost. Vo tretiot del se zadræuvame na teorijata na presmetlivost i na direkten dokaz za nareąlivost na W P 2, a so toa i W P 1 za mnoguobrazieto polugrupi.

Svojstvo 11 Ako V_1 i V_2 se klasi algebri takvi ąto:

(i) V_1 ⊆ V_2,

(ii) sekoja algebra od V_2 moæe da se smesti vo nekoja algebra od V_1,

togaą teoriite na kvazi-identiteti na klasite V_1 i V_2 se poklopuvaat.

Dokaz Od V_1 ⊆ V_2, imame Q(V_2) ⊆ Q(V_1). Neka ϕ ∈ Q(V_1), ϕ ∉ Q(V_2). Zna~i postoi algebra A od V_2 t.ą. A |̸= ϕ. Od (ii) postoi algebra B od V_1 t.ą. A moæe da se smesti vo B. No, B |= ϕ i ϕ e univerzalna formula, pa mora A |= ϕ ąto e kontradikcija. Zna~i Q(V_2) = Q(V_1). �

Posledica 4 Neka V_1 i V_2 se klasi algebri takvi ąto V_1 ⊆ V_2 i sekoja V_2-algebra moæe da se smesti vo nekoja V_1-algebra. Togaą W P 1 za V_1 e ekvivalenten so W P 1 za V_2. �

Taka, ako V_2 e mnoguobrazieto polugrupi i V_1 e nekoe mnoguobrazie takvo ąto klasata od nekoi redukti na algebri od V_1 gi zadovoluva uslovite od prethodnata posledica, togaą V_1 ima nereąliv W P 1.

Slednata teorema iskaæuva pojako tvrdewe od prethodnata posledica, vo slu~aj koga V_2 e mnoguobrazieto polugrupi.

Teorema 11 Neka V e mnoguobrazie od tip ρ, so signatura I koja sodræi binarna asocijativna operacija ∗. Ako sekoja polugrupa moæe da se smesti vo ∗ - redukt na nekoja algebra od V, togaą W P 2 e nereąliv za V. Dokaz Neka S e mnoguobrazieto od site polugrupi. W P 2 e nereąliv za S. Neka S e kone~no prezentirana polugrupa, so prezentacija (G, R), so nereąliv problem na zborovi. Neka Θ e mnoæestvoto od site definira~ki identiteti na V, t.e. V = ModΘ. Neka V̂ e mnoguobrazie vo signatura I ∪ G t.ą. V̂ = Mod(Θ ∪ R) i F^_V (∅) e slobodnata V̂ algebra so prazno mnoæestvo generatori. Neka A e redukt na F^_V (∅) do signatura I. ĺe dokaæeme deka A e kone~no prezentirana vo V so nereąliv problem na zborovi.

Spored Definicija 23, A e prezentirana so (G, R) vo V. Neka pretpostavime deka A ima reąliv problem na zborovi t.e. deka postoi algoritam koj za sekoj identitet u ≈ v bez promenlivi vo signatura I ∪ G odlu~uva dali A_G |= u ≈ v. Togaą bi imale algoritam i za identitetite bez promenlivi vo signatura {∗} ∪ G, pa problemot na zborovi za S bi bil reąliv.

Za sekoj identitet u ≈ v vo signatura {∗} ∪ G vaæi: S_G |= u ≈ v ako i samo ako A_G |= u ≈ v.

Navistina, neka A_G |= u ≈ v. Togaą F^_V (∅) |= u ≈ v, pa V̂ |= u ≈ v i Θ ∪ R |= u ≈ v. Neka pretpostavime deka S_G |̸= u ≈ v. Pri pretpostavkite od teoremata S moæe da se smesti vo nekoja algebra B od V. Ako soodvetnite elementi na elementite od G ⊆ S gi ozna~ime isto i vo B imame B_G |= R i B_G |̸= u ≈ v, od kade B_G |= Θ ∪ R no B_G |̸= u ≈ v ąto e kontradikcija so Θ ∪ R |= u ≈ v. Obratno, ako S_G |= u ≈ v, togaą od asocijativnosta i od definira~kite relacii na R e posledica u ≈ v, no kako asocijativnosta e posledica od Θ, se dobiva Θ ∪ R |= u ≈ v, od kade sleduva A_G |= u ≈ v. � Ako se ima predvid dokazot na prethodnata teorema jasno e deka vaæi vsuąnost slednoto tvrdewe.

Teorema 12 Neka V e mnoguobrazie od tip ρ, so signatura I koja sodræi binarna asocijativna operacija ∗. Ako nekoja kone~no prezentirana polugrupa so nereąliv problem na zborovi moæe da se smesti vo ∗ - redukt na nekoja algebra od V, togaą W P 2 e nereąliv za V. �

Sepak, ova pojako tvrdewe poretko se upotrebuva, bidejÿi nema mnogu poznati primeri na kone~no prezentirani polugrupi so nereąliv problem na zborovi i istite teąko se konstruiraat.

Slednata teorema dava nekoi uslovi za smestuvawe na edna algebra vo nekoj redukt na nekoja algebra od drugo mnoguobrazie.

Teorema 13 Neka V_1 i V_2 se mnoguobrazija od tip ρ_1 i ρ_2 i signaturi I_1 i I_2, soodvetno, taka ąto I_1 ⊆ I_2 i ρ_1 = ρ_2|I_1. Edna algebra A od V_1 moæe da se smesti vo (nekoj I_1 redukt na) nekoja algebra od V_2 ako i samo ako A gi zadovoluva site kvazi-identiteti vo signatura I_1 koi se posledici od definira~kite identiteti na mnoguobrazieto V_2. �

Dokaz Neka ϕ : A → B e smestuvawe na A od V_1 vo (nekoj I_1 redukt na) nekoja algebra B od V_2. Togaą bidejÿi sekoj kvazi-identitet e univerzalna formula, A gi zadovoluva site kvazi-identiteti koi gi zadovoluva B.

Obratno, neka Θ e mnoæestvoto definira~ki identiteti na V_2 i Diag(A) e mnoæestvoto od site atomarni formuli i nivni negacii na jazik I_1 ∪ A koi se vistiniti vo A (t.e. Diag(A) e diagramot na A). Neka B e V_2 algebra, prezentirana so (A, Diag(A)). ĺe dokaæeme deka preslikuvaweto ϕ : A → B definirano so ϕ(a) = a, a ∈ A e smestuvawe. Od B_A |= Diag(A) sleduva deka ϕ e homomorfizam. Ostanuva da se dokaæe deka e injektivno. Neka pretpostavime deka postojat a, b ∈ A, t.ą.

A_A |= a ≉ b, no B_A |= a ≈ b. (1) Od poslednovo i od definicijata na B_A imame deka Θ ∪ Diag(A) ⊢ a ≈ b. Zna~i postojat kone~no mnogu identiteti i_1, . . . , i_n na I_1 ∪ S bez promenlivi, t.ą. Diag(A) ⊢ i_1 ∧ i_2 ∧ · · ·∧ i_n i Θ ⊢ (i_1 ∧ · · ·∧ i_n) =⇒ a ≈ b. Sega od uslovite na teoremata A_A |= (i_1 ∧ · · · ∧ i_n) =⇒ a ≈ b pa od A_A |= Diag(A) i Diag(A) ⊢ i_1 ∧ i_2 ∧ · · · ∧ i_n dobivame deka A_A |= a ≈ b ąto e kontradikcija so (1). � Navedenata teorema e vsuąnost obopątuvawe na teorema na A.

Maljcev, koja dava uslov koga edna polugrupa moæe da se smesti vo grupa.

Teorema 14 Polugrupa S =< S, · > moæe da se smesti vo nekoja grupa ako i samo ako S gi zadovoluva site kvazi-identiteti vo signatura {·} koi se posledica od aksiomite za grupi. �

3 Elementi od teorijata na presmetlivost

Vo ovoj del se zadræuvame na elementi od teorijata na presmetlivost so cel da go precizirame poimot na odlu~ivost. Imeno, vo definicijata na problemot na odlu~uvawe, glavna uloga ima poimot algoritam pod koj podrazbirame, vo smisla na tezata na Church, Tjuringova maąina ili gramatika ili rekurzivna funkcija ili normalen algoritam. ĺe bidat izneseni neophodnite definicii na Tjuringovi maąini i gramatiki, kako i odredeni svojstva na istite, za kone~no da prezentirame i primer na neodlu~iv problem na zborovi na prvo i na vtoro nivo. Ova e blisku povrzano so problemot na zapirawe na Tjuringova maąina. Definiciite na poimite i teoremite vo ovoj del se spored [10, 11].

3.1 Tjuringovi maąini Postojat poveÿe ekvivalentni definicii na Tjuringova maąina, ovde ja iznesuvame definicijata kako vo [10]. Pred da dademe formalna definicija, nekolku zborovi za intuitivno razbirawe. Tjuringovata maąina obrabotuva zborovi nad nekoja kone~na azbuka, koja go sodræi i prazniot simbol #. Pritoa zborovite se zapiąani na lenta - eden simbol vo edna kelija. Lentata ima lev kraj, a na desna strana e potencijalno beskone~na. Maąinata ima vnatreąna kontrola (mnoæestvo vnatreąni sostojbi) i glava za dviæewe, ~itawe i zapiąuvawe. Rabotata na maąinata (poto~no na glavata) e upravuvana od funkcija na premin.

Tjuringovite maąini imeto go dobile po angliskiot matemati~ar Alan Turing i zaedno so gramatikite, rekurzivnite funkcii i normalnite algoritmi pretstavuvaat najmoÿen (dosega poznat) vid na avtomat.

Definicija 36 Tjuringova maąina e ~etvorka (K, Σ, δ, s), kade:

K e kone~no mnoæestvo ~ii elementi se narekuvaat sostojbi, h /∈ K; Σ e kone~no mnoæestvo, nare~eno azbuka, prazniot simbol # ∈ Σ, simbolite L, R /∈ Σ;

s ∈ K i se narekuva po~etna sostojba;

δ e preslikuvawe od K × Σ vo (K ∪ {h}) × (Σ ∪ {L, R}), (h se narekuva zavrąna sostojba). △

Definicija 37 Konfiguracija na Tjuringova maąina M = (K, Σ, δ, s) e element od (K ∪ {h}) × Σ^∗ × Σ × (Σ^∗(Σ − {#}) ∪ {e}), kade e e oznaka za prazniot zbor. △

Konfiguracija ~ij prv element e h se narekuva zavrąna konfiguracija.

Intuitivno moæe da smetame deka konfiguracijata ja opiąuva momentalnata sostojba na maąinata, odnosno prvata komponenta e sostojbata vo koja maąinata se nao|a, a ostanatite tri go opiąuvaat zborot koj vo momentot se obrabotuva, pri ąto tekovna pozicija na zamislenata glava za ~itawe i piąuvawe e tretata komponenta (bukva od azbukata).

^esto, koga ne ni e bitna sostojbata vo edna konfiguracija, namesto ~etvorka (q, w, a, u) piąuvame wau ili, duri i ako e bitna sostojbata, istata konfiguracija namesto kako ~etvorka, moæe da se pretstavi so par (q, wau). Vo prodolæenie definirame relacija ⊢_M (preminuva vo eden ~ekor) na mnoæestvoto konfiguracii na edna Tjuringova maąina, M.

Definicija 38 Neka M = (K, Σ, δ, s) e Tjuringova maąina i neka (q_1, w_1, a_1, u_1), (q_2, w_2, a_2, u_2) se dve konfiguracii na M. Togaą

(q_1, w_1, a_1, u_1) ⊢ (q_2, w_2, a_2, u_2)

ako i samo ako, za nekoj b ∈ Σ ∪ {L, R}, δ(q_1, a_1) = (q_2, b) i vaæi eden od slednive uslovi:

(1) b ∈ Σ, w_1 = w_2, u_1 = u_2, a_2 = b; (2) b = L, w_1 = w_2a_2 i

(2.1) u_2 = a_1u_1, ako a_1 ≠ # ili u_1 ≠ e, ili (2.2) u_2 = e, ako a_1 = # i u_1 = e;

(3) b = R, w_2 = w_1a_1 i

(3.1) u_1 = a_2u_2, ili (3.2) u_1 = u_2 = e, a_2 = #.

Da vovedeme nekoi poneformalni poimi, no ~esto upotrebuvani vo vrska so Tjuringovite maąini i preminite. Vo slu~ajot (1) velime deka M zapiąuva simbol bez da ja pomesuva glavata. Pri (2) velime deka glavata se pridviæuva za edno mesto levo, pri ąto ako se bara dviæewe na levo koga glavata e na desniot kraj na lentata, ednostavno, prazniot simbol na skeniranata kelija is~eznuva od konfiguracijata.

Vo slu~ajot (3) se dviæi za edno mesto na desno, pri toa ako se bara dviæewe na krajot od zborot ednostavno se pojavuva nova prazna kelija na desno.

Da uo~ime deka ako b = L, w_1 = e, togaą niedna konfiguracija (q_1, w_1, a_1, u_1) ne preminuva vo eden ~ekor vo niedna druga. Vo sekoj drug slu~aj od edna konfiguracija vo eden ~ekor se preminuva vo to~no edna konfiguracija.

Za konfiguracijata (q_1, e, a_1, u_1), pri δ(q_1, a_1) = (q_2, L) velime deka e vise~ka konfiguracija.

Definicija 39 Za dadena Tjuringova maąina so ⊢^∗_M se ozna~uva refleksivnoto i tranzitivno proąiruvawe na ⊢_M . Konfiguracijata C_1 preminuva vo konfiguracija C_2 ako C_1 ⊢^∗_M C_2. Presmetuvawe na M so dolæina n e niza od konfiguracii C_0, . . . , C_n, za nekoj n ∈ N, t.ą. C_0 ⊢_M · · · ⊢_M C_n. △

Slednite nekolku definicii ja opiąuvaat rabotata na Tjuringovite maąini.

Definicija 40 Neka M = (K, Σ, δ, s), w ∈ Σ^∗. M zapira na vlez w ako postoi zavrąna konfiguracija C_h takva ąto (s, #w#) ⊢_M C_h. Analogno, M visi na vlez w ako postoi vise~ka konfiguracija C_v takva ąto (s, #w#) ⊢_M C_v. △

Definicija 41 Neka Σ_0 i Σ_1 se azbuki koi ne go sodræat prazniot simbol # i neka f e funkcija od Σ^∗_0 vo Σ^∗_1. Tjuringovata maąina M = (K, Σ, δ, s) ja presmetuva f ako Σ_0, Σ_1 ⊆ Σ i za sekoj w ∈ Σ^∗_0,

(s, #w#) ⊢^∗_M (h, #f(w)#). Ako vakva Tjuringova maąina postoi, togaą f e Tjuring-presmetliva funkcija. △

Prethodnata definicija moæe lesno da se proąiri na funkcii od poveÿe promenlivi. Imeno, za f : Σ^k_0 → Σ_1 velime deka e Tjuringpresmetliva ako postoi Tjuringova maąina M = (K, Σ, δ, s) takva ąto za sekoj (w_1, . . . , w_k) ∈ Σ^k_0 , (s, #w_1# . . . #w_k#) ⊢^∗_M (h, #f(w_1, . . . , w_k)#).

Potoa, edna brojna funkcija f : N → N velime deka e Tjuring presmetliva ako postoi Tjuringova maąina koja ja presmetuva funkcijata f^′ : {|}^∗ → {|}^∗, kade f^′(|^n) = |^{f(n)}, za sekoj n ∈ N.

Drug biten poim koj proizleguva od definicijata na Tjuringpresmetliva funkcija e poimot za Tjuring-odlu~iv jazik.

Definicija 42 Neka Σ_0 e azbuka koja ne go sodræi prazniot simbol # i neka Y i N se dva fiksni simboli koi ne se vo Σ_0. Jazikot L ⊆ Σ^∗_0 e Tjuring-odlu~iv ako negovata karakteristi~na funkcija χ_L : Σ^∗_0 → {Y, N} e Tjuring presmetliva. △

Za sekoj w ∈ Σ^∗_0, χ_L(w) = Y w ∈ L N w /∈ L Ako χ_L ja presmetuva Tjuringova maąina M, togaą M se narekuva procedura za odlu~uvawe na L.

Zna~i, Tjuringovite maąini moæe da se koristat kako odlu~uva~i ili prepoznava~i na jazici. Osven ova, tie moæat da se koristat i kako prifaÿa~i na jazici, soglasno slednata definicija.

Definicija 43 Edna Tjuringova maąina M go prifaÿa zborot w ∈ Σ^∗_0, ako taa zapira na vlez w. M go prifaÿa jazikot L ⊆ Σ^∗_0 ako i samo ako L = {w ∈ Σ^∗_0 | M go prifaÿa w}. Eden jazik e Tjuring-prifatliv, ako postoi Tjuringova maąina koja go prifaÿa. △

Postojat poveÿe proąiruvawa na poimot Tjuringova maąina kako na primer: dozvoluvawe lentata da e beskone~na vo dvete nasoki, a ne samo na desno; upotreba na poveÿe lenti; upotreba na poveÿe glavi namesto edna; upotreba na dvodimenzionalna lenta i razni kombinacii od ovie. Ovde nema da se zadræuvame na nivnite precizni definicii. Vo sekoj od dosega napravenite obidi za proąiruvawa se dokaæalo deka vo suątina ne se dobiva nikakvo podobruvawe, t.e. dobienata maąina moæe da se simulira so standardnata Tjuringova maąina. Vsuąnost ekvivalentnosta se dokaæuva konstruirajÿi standardna Tjuringova maąina za dadena Tjuringova maąina od proąiren tip a potoa se dokaæuva deka novokonstruiranata maąina soodvetno ja imitira dadenata.

Drugo moæno proąiruvawe e so dozvoluvawe nedeterminizam. Ovde sepak ÿe ja dademe definicijata na nedeterministi~ka Tjuringova maąina.

Definicija 44 Nedeterministi~ka Tjuringova maąina e ~etvorka (K, Σ, Δ, s), kade K, Σ, s gi imaat istite zna~ewa kako kaj standardnata Tjuringova maąina, dodeka Δ ⊆ (K × Σ) × ((K ∪ {h}) × (Σ ∪ {L, R})). △ Konfiguraciite i relaciite ⊢_M i ⊢^∗_M se definiraat voobi~aeno.

Jasno, bidejÿi nedeterministi~ka Tjuringova maąina moæe da dade dva razli~ni izlezi za ist vlez, treba nekako da opredelime ąto e izlez od vakva maąina, odnosno ąto ne interesira od odnesuvaweto na vakvata maąina. Zatoa, nedeterministi~ki Tjuringovi maąini konstruirame samo kako prifaÿa~i na jazici. Bez dokaz ja davame slednava teorema.

Teorema 15 Za sekoja nedeterministi~ka Tjuringova maąina M_1 moæe da se konstruira standardna Tjuringova maąina M_2 taka ąto, za sekoj zbor w koj ne sodræi prazen karakter, M_1 zapira na vlez w ako i samo ako M_2 zapira na vlez w. �

Zna~i, sekoj jazik koj e prifatliv od nedeterministi~ka Tjuringova maąina se prifaÿa i od deterministi~ka Tjuringova maąina.

3.2 Gramatiki Vo ovoj del se zadræuvame na definicija na opąti gramatiki, i ekvivalentnost na gramatikite i Tjuringovite maąini, koja ÿe ni bide potrebna za primerot na neodlu~ivost ąto sakame natamu da go prezentirame.

Definicija 45 Gramatika e ~etvorka G = (V, Σ, R, S), kade V e azbuka;

Σ ⊆ V e mnoæestvo terminalni simboli, V − Σ e mnoæestvo neterminalni simboli;

S ∈ V − Σ e po~eten neterminal;

R e kone~no podmnoæestvo od (V^∗(V − Σ)V^∗) × V^∗, nare~eno mnoæestvo pravila. △

Namesto (u, v) ∈ R, koristime oznaka u → v. Potoa, za dva zbora u, v ∈ V^∗, u ⇒_G v ako i samo ako za nekoi w_1, w_2 ∈ V^∗, u^′ → u^{′′} ∈ R, u = w_1u^′w_2, v = w_1u^{′′}w_2. So ⇒^∗_G se ozna~uva refleksivnoto i tranzitivno zatvarawe na ⇒_G.

Za eden zbor w ∈ Σ^∗ velime deka e generiran od G ako S ⇒^∗_G w. So L(G) se ozna~uva mnoæestvoto od site zborovi generirani od G, i istoto se narekuva jazik generiran od gramatikata G.

Pod izvod so dolæina n se podrazbira niza od oblik w_0 ⇒_G w_1 ⇒_G · · · ⇒_G w_n, kade w_1, . . . , w_n ∈ V^∗, n ∈ N.

Slednata lema dava na~in za simulirawe na Tjuringova maąina so gramatika.

Lema 3 Nema M = (K, Σ, δ, s) e Tjuringova maąina i K ∩ Σ = ∅. Togaą postoi gramatika G takva ąto, za sekoi konfiguracii (q, u, a, v), (q^′, u^′, a^′, v^′) na M, (q, u, a, v) ⊢^∗_M (q^′, u^′, a^′, v^′) ako i samo ako [uqav] ⇒^∗_G [u^′q^′a^′v^′]. Pritoa, [ i ] se novi simboli koi ne se vo Σ, ni vo K.

Dokaz.

Idejata e sekoja konfiguracija (q, u, a, v) da se pretstavi so zbor [uqav]. Pritoa, pozicijata na sostojbata vo zborot ukaæuva na pozicijata na glavata. Simbolot ] e biten za da se razreąi problemot na prazna lenta na desen kraj, dodeka [ e upotrebena samo zaradi ~itlivost.

Definirame gramatika G = (V, Σ, R, S), kade V = K ∪ Σ ∪ {[, ], h, S} i R sodræi pravila od tri tipa.

(1) Za sekoj q ∈ K, a ∈ Σ, ako δ(q, a) = (p, b), kade p ∈ K ∪ {h}, b ∈ Σ, togaą qa → pb ∈ R. (2) Za sekoj q ∈ K, a ∈ Σ, ako δ(q, a) = (p, R), kade p ∈ K ∪ {h}, togaą za sekoj b ∈ Σ, qab → apb ∈ R i qa] → ap#] ∈ R. (3) Za sekoj q ∈ K, a ∈ Σ, ako δ(q, a) = (p, L), kade p ∈ K ∪ {h}, togaą za sekoi b ∈ Σ, c ∈ Σ ∪ {]} bqac → pbac ∈ R kade a ≠ # ili c ≠]; i za sekoj b ∈ Σ

bq#] → pb].

Direktno se proveruva deka (q, u, a, v) ⊢_M (q^′, u^′, a^′, v^′) ako i samo ako [uqav] ⇒_G [u^′q^′a^′v^′], od kade sleduva tvrdeweto i za soodvetnite refleksivni i tranzitivni zatvora~i. �

Gramatikite gi definiravme kako generatori na jazici, no, spored prethodnata lema, istite moæe da se tretiraat i kako presmetuva~i na funkcii.

Definicija 46

(1) Neka Σ_0, Σ_1 se azbuki koi ne go sodræat prazniot simbol #, f : Σ^∗_0 → Σ^∗_1 i neka G = (V, Σ, R, S) e gramatika t.ą. Σ_0, Σ_1 ⊆ Σ. G ja presmetuva f ako postojat zborovi x, y, x^′, y^′ ∈ V^∗ takvi ąto za sekoj u ∈ Σ^∗_0, v ∈ Σ^∗_1 f(u) = v ⇔ xuy ⇒^∗_G x^′vy^′ Funkcijata f e gramati~ki presmetliva ako postoi gramatika koja ja presmetuva.

(2) Edna brojna funkcija f : N → N e gramati~ki presmetliva ako funkcijata f^′ : {|}^∗ → {|}^∗ e gramati~ki presmetliva, kade f^′(|^n) = |^{f(n)} za sekoj n ∈ N. △

Sega moæe da ja iskaæeme slednata teorema.

Teorema 16 Sekoja Tjuring presmetliva funkcija (od zborovi ili brojna funkcija) e gramati~ki presmetliva.

Dokaz Dokazot sleduva od definicijata i od prethodnata lema, pri x = [#, y = s#], x^′ = [#, y^′ = h#]. � Da napomeneme deka se zadræavme na dokazite na prethodnite svojstva od pri~ini ąto konstrukcijata na gramatikata vo dokazot na prethodnata lema ni e potrebna ponatamu. Inaku, vaæi i poopąta teorema koja ja iskaæuvame bez dokaz, i koja e del od potkrepata na tezata na Church.

Teorema 17 Klasata od Tjuring presmetlivi funkcii e ednakva so klasata gramati~ki presmetlivi funkcii. �

3.3 Pretstavuvawe na Tjuringovi maąini. Univerzalna Tjuringova maąina

Vo ovoj del prezentirame definicija na univerzalna Tjuringova maąina koja, za razlika od prethodnata definicija na maąina so specijalna namena, ja opiąuva sekoja Tjuringova maąina. Isto taka, definirame pretstavuvawe na proizvolna Tjuringova maąina so zbor od azbuka {c, |}.

Fiksirame dve prebroivi mnoæestva K_∞ = {q_1, q_2, . . . } i Σ_∞ = {a_1, a_2, . . . }, i smetame deka za sekoja Tjuringova maąina mnoæestvoto sostojbi e kone~no podmnoæestvo od K_∞ i azbukata e kone~no podmnoæestvo od Σ_∞.

Na sekoj simbol σ od definicijata na edna Tjuringova maąina mu pridruæuvame zbor λ(σ) od {|}^∗, na sledniot na~in:

λ(q_i) = |^{i+1}, λ(h) = |, λ(L) = |, λ(R) = ||, λ(a_i) = |^{i+2}.

Da zabeleæime deka na sekoi dva razli~ni elementi od K_∞ ∪ {h} im se pridruæeni razli~ni zborovi, istoto vaæi i za elementite na Σ_∞ ∪ {L, R}.

Potoa, definirame pretstavuvawe na sekoja Tjuringova maąina so zbor od azbuka {c, |}, kade c e nov simbol.

Neka M = (K, Σ, δ, s) e Tjuringova maąina, kade K ⊆ K_∞, Σ ⊆ Σ_∞. Moæe da smetame deka K = {q_{i1} , q_{i2} , . . . , q_{ik} }, i_1 < i_2 < · · · < i_k, Σ = {a_{j1} , a_{j2} , . . . , a_{jl} }, j_1 < j_2 < · · · < j_l i s = q_{im} za nekoj m, 1 ≤ m ≤ k.

Za sekoj p ∈ {1, . . . , k} i za sekoj r ∈ {1, . . . l} definirame po eden zbor S_{pr} = cw_1cw_2cw_3cw_4c, kade w_1 = λ(q_{ip} ), w_2 = λ(a_{jr} ), w_3 = λ(q^′), w_4 = λ(b) i δ(q_{ip} , a_{jr} ) = (q^′, b). Zna~i, so sekoj vakov zbor S_{pr} e pretstaven po eden premin od funkcijata na premin δ.

Kone~no, prezentacijata na M e zborot

p(M) = cS_0cS_{11}S_{12} . . . S_{1l}S_{21}S_{22} . . . S_{2l} . . . S_{k1}S_{k2} . . . S_{kl}c

kade S_0 = λ(s).

Na ovoj na~in na sekoja Tjuringova maąina i odgovara ednozna~no opredelen zbor od {c, |} i za daden takov zbor ednostavno se proveruva dali e pretstavuvawe na Tjuringova maąina, i dokolku e, na koja e.

Isto taka definirame pretstavuvawe na zbor w = b_1b_2 . . . b_n ∈ Σ^∗_∞ so p(w) = cλ(b_1)cλ(b_2)c . . . cλ(b_n).

Od univerzalna Tjuringova maąina U = (K_U , Σ_U , δ_U , s_U ) se o~ekuva za sekoja Tjuringova maąina M = (K, Σ, δ, s) i za sekoj zbor w ∈ Σ^∗ (1) ako (h, uav) e zavrąna konfiguracija na M, takva ąto (s, #w#) ⊢^∗_M (h, uav), togaą (s_U , #p(M)p(w)#) ⊢^∗_U (h, #p(uav)#); (2) ako (s_U , #p(M)p(w)#) ⊢^∗_U (h^′, u^′a^′v^′) za nekoja zavrąna konfiguracija (h^′, u^′a^′v^′) na U, togaą a^′ = #, v^′ = e, u^′ = #p(uav) za nekoi u, a, v takvi ąto (h, uav) e zavrąna konfiguracija na M i (s, #w#) ⊢^∗_M (h, uav). Nema detalno da ja definirame univerzalnata maąina M, bidejÿi toa bi bilo preglomazno. Nakratko (povtorno bez detalna definicija), ÿe opiąeme maąina U^′ so tri lenti za ~itawe i piąuvawe koja ja izvrąuva baranata rabota, a kako ąto prethodno spomnavme, postoi standardna maąina koja ja simulira rabotata na U^′ i toa bi bila baranata maąina U. Maąinata U^′ gi koristi svoite tri lenti na sledniot na~in. Na prvata lenta ostanuva zapiąano pretstavuvaweto na w, na vtorata se zapiąuva pretstavuvaweto na M, a na tretata se zapiąuva pretstavuvaweto na sostojbata na M vo tekovniot moment na simulirana obrabotka.

Maąinata U^′ zapo~nuva so rabota so zbor #p(M)p(w) na prvata lenta i ostanatite dve lenti prazni. Vednaą U^′ go prenesuva zborot p(M) na vtorata lenta, a na prvata (od po~etokot na desno) se zapiąuva #cλ(#), do koj se ąiftira (nalevo) p(w) i se dopiąuva λ(#)c. Taka, vo ovoj moment na prvata lenta se nao|a zborot #p(#w#). Potoa, od p(M), U^′ ja zema prezentacijata na po~etnata sostojba na M i ja zapiąuva na tretata lenta. Sega po~nuva da se odviva simulacijata na M ~ekor po ~ekor. Pome|u ~ekorite, glavite na U se pozicionirani na sledniot na~in. Glavite na vtorata i tretata lenta se na krajot na zborot a glavata na prvata lenta e na simbolot c koj go ozna~uva krajot na pretstavuvaweto na simbolot koj M bi go skanirala vo dadeniot moment. Kako izgleda simulacijata na eden ~ekor: maąinata U^′ nao|a na vtorata lenta blok od oblik cc|^ic|^jc|^kc|^lcc, takov ąto |^i e niza od | zapiąana na tretata lenta, a |^j e levo od glavata na prvata lenta, i ja menuva prvata lenta soodvetno. Ako |^l e λ(L) ili λ(R) nema pogolemi problemi, se dviæi po prvata lenta odreden broj kelii levo ili desno (do slednoto c), ako e pak pretstavuvawe na bukva potrebno e odredeno ąiftirawe na celiot zbor od prvata lenta. Kone~no U^′ zapiąuva |^k na tretata lenta, proveruva dali novozapiąaniot zbor na tretata lenta e λ(h), ako ne e prodolæuva so sledniot ~ekor, ako e ja pridviæuva glavata na prvata lenta do prviot prazen simbol na desno od zborot i samata zavrąuva so rabota.

3.4 Nepresmetlivost i neodlu~ivost. Problem na zapirawe

Dosega veÿe rekovme deka Tjuringovata maąina treba da se smeta za matemati~ka formalizacija na poimot algoritam. Spored toa, od interes e nao|awe na jazici koi ne se Tjuring-odlu~ivi t.e. se neodlu~ivi so koj bilo algoritam, odnosno funkcii koi ne se Tjuring-presmetlivi t.e. se algoritamski nepresmetlivi. Vo ovoj del ÿe se zadræime na takvi primeri, kako i na vrskite pome|u Tjuring-odlu~ivost i Tjuring - prifatlivost na jazicite. Eden od neodlu~ivite problemi e to~no problemot na zapirawe na Tjuringova maąina na koj detalno ÿe se zadræime, a koj e i korisen, bidejÿi dokaæuvaweto na neodlu~ivost na mnogu problemi ~esto se izveduva preku sveduvawe na konkretniot problem na problem na zapirawe.

Teorema 18 Sekoj Tjuring-odlu~iv jazik e Tjuring-prifatliv. �

Teorema 19 Ako L e Tjuring-odlu~iv jazik, togaą i negoviot komplement e Tjuring-odlu~iv. �

Koga bi bile vo moænost za proizvolna Tjuringova maąina M i za proizvolen vlezen zbor w da predvidime dali M ÿe zapre na vlez w, togaą sekoj Tjuring-prifatliv jazik bi bil Tjuring-odlu~iv.

So K_0 go ozna~uvame jazikot K_0 = {p(M)p(w)| Tjuringovata maąina M go prifaÿa zborot w}.

Svojstvo 12 K_0 e Tjuring-prifatliv.

Dokaz K_0 go prifaÿa varijanta na univerzalnata Tjuringova maąina, za koja stana zbor prethodno. � Neka M_1 i M_2 se dve Tjuringovi maąini. Sostav na Tjuringovite maąini M_1 i M_2 e Tjuringova maąina, koja ja ozna~uvame so M_1M_2. Za proizvolen vlez w M_1M_2 se odnesuva kako M_1 na vlez w, a otkako M_1 zavrąi so rabota se odnesuva kako M_2 na vlez - ona ąto e ostanato na lentata od rabotata na M_1.

Svojstvo 13 Sekoj Tjuring-prifatliv jazik e Tjuring-odlu~iv ako i samo ako K_0 e Tjuring-odlu~iv.

Dokaz Neka K_0 e Tjuring-odlu~iv, i neka go odlu~uva maąina M_0. Neka L e proizvolen Tjuring-prifatliv jazik i M_1 e Tjuringova maąina koja go prifaÿa L.

Prvo konstruirame Tjuringova maąina M^∗_1 koja proizvolen vlezen zbor w t.e. #w# go transformira vo #p(M_1)p(w)#. Vsuąnost, M^∗_1 go pomestuva vlezot za |p(M_1)| mesta na desno, go pretstavuva vo azbuka {c, |} i potoa levo od nego go zapiąuva fiksniot zbor p(M_1). Neka M_2 = M^∗_1 M_0, odnosno e sostavot na ovie dve maąini. Zna~i M_2 go transformira vlezot #w# vo #p(M_1)p(w)#, a potoa i ja predava kontrolata na M_0 koja po pretpostavka odlu~uva dali M_1 go prifaÿa w ili ne. Dobivme deka L e Tjuring-odlu~iv.

Obratnata nasoka e trivijalna posledica od prethodnoto svojstvo. � Svojstvo 14 K_0 ne e Tjuring-odlu~iv.

Dokaz Ako K_0 e Tjuring-odlu~iv, togaą i jazikot

K_1 = {p(M)| Tjuringovata maąina M go prifaÿa zborot p(M)} bi bil Tjuring - odlu~iv. Imeno, neka M_0 go odlu~uva K_0 i neka M_1 e maąina koja go transformira svojot vlez #w# vo #wp(w)#, a potoa ja predava kontrolata na M_0. Zna~i M_1 go dava istiot rezultat na vlez #w#, koj M_0 go dava na vlez #wp(w)#. Sega, od definicijata na K_0, M_0 dava rezultat Y na vlez #wp(w)# ako i samo ako vaæat slednive dve raboti:

(1) w = p(M) za nekoja Tjuringova maąina M; i (2) Tjuringovata maąina M go prifaÿa vlezniot zbor p(M). Zna~i, M_1 go odlu~uva K_1. Od tamu, dovolno e da se dokaæe deka K_1 ne e Tjuring-odlu~iv.

Ako K_1 e Tjuring-odlu~iv, togaą i negoviot komplement e isto taka Tjuring-odlu~iv. K̄_1 = {w ∈ {c, |}|w ne e pretstavuvawe na niedna Tjuringova maąina M ili w = p(M) za nekoja Tjuringova maąina M koja ne go prifaÿa zborot p(M)}.

No, K̄_1 ne e duri ni Tjuring-prifatliv. Imeno, neka M^′ e Tjuringova maąina koja go prifaÿa K̄_1. Togaą M^′ go prifaÿa p(M^′) ako i samo ako M^′ ne go prifaÿa p(M^′), ąto e apsurd. �

Teorema 20 Ne sekoj Tjuring-prifatliv jazik e Tjuring-odlu~iv. � Ova e voedno i najpoznatiot nereąliv (algoritamski neodlu~iv) problem, odnosno problemot na zapirawe koj se sostoi vo slednovo: za proizvolna dadena Tjuringova maąina M i zbor w da se utvrdi dali M zapira na vlez w. Uąto poveÿe postojat konkretni Tjuringovi maąini za koi ne postoi opąt metod za utvrduvawe dali maąinata zapira na proizvolen vlez w ili ne. Ova proizleguva od faktot ąto K_0 e Tjuring-prifatliv, no ne e Tjuring-odlu~iv. Imeno, takva Tjuringova maąina e maąinata M_0 koja go prifaÿa K_0. Nereąlivosta na problemot na zapirawe e iskaæana vo slednata teorema.

Teorema 21

(i) Ne postoi algoritam za odlu~uvawe, za proizvolna Tjuringova maąina M i proizvolen vlezen zbor w, dali M go prifaÿa w.

(ii) Postoi Tjuringova maąina M_0 za koja ne postoi algoritam za odlu~uvawe, dali M_0 prifaÿa proizvolen vlezen zbor w. �

Vo ostatokot od ovoj del, zaradi kompletnost, naveduvame uąte nekoi svojstva vo vrska so Tjuring-odlu~ivost i Tjuring-prifatlivost na jazicite.

Teorema 22 Komplement na Tjuring-prifatliv jazik ne mora da e Tjuring-prifatliv. �

Teorema 23 Eden jazik L e Tjuring-odlu~iv ako i samo ako i L i L̄ se Tjuring-prifatlivi. �

Definicija 47 Neka Σ_0 e azbuka koja ne go sodræi prazniot simbol #. Jazikot L ⊆ Σ^∗_0 e izlezen jazik na edna Tjuringova maąina M = (K, Σ, δ, s), Σ_0 ⊆ Σ, ako i samo ako L = {w ∈ Σ^∗_0|(∃u ∈ Σ^∗_0)(s, #u#) ⊢^∗_M (h, #w#)}. △

Teorema 24 Eden jazik e Tjuring-prifatliv ako i samo ako e izlezen jazik od nekoja Tjuringova maąina. �

I Tjuringovite maąini moæe da se koristat kako generatori na jazici.

Definicija 48 Tjuringovata maąina M = (K, Σ, δ, s) go nabrojuva jazikot L ako i samo ako, za nekoja fiksna sostojba q na M, vaæi L = {w| za nekoj zbor u, (s, #) ⊢^∗_M (q, #w#u)}.

Eden jazik e Tjuring-nabroiv ako postoi Tjuringova maąina ąto go nabrojuva. △

Teorema 25 Eden jazik e Tjuring-prifatliv ako i samo ako e Tjuringnabroiv, ako i samo ako e generiran od nekoja gramatika. �

ĺe se zadræime uąte malku na nekoi primeri na neodlu~ivi problemi.

Teorema 26 Slednite problemi vo vrska so Tjuringovite maąini se neodlu~ivi:

(1) Za proizvolna Tjuringova maąina M i proizvolen vlezen zbor w, dali M zapira na vlez w?

(2) Za fiksna Tjuringova maąina M i proizvolen vlezen zbor w, dali M zapira na vlez w?

(3) Za dadena Tjuringova maąina M, dali M zapira na prazen vlez? (4) Za dadena Tjuringova maąina M, dali voopąto postoi zbor na koj M zapira?

(5) Za dadena Tjuringova maąina M, dali M zapira na sekoj zbor? (6) Za dadeni dve Tjuringovi maąini M_1 i M_2, dali tie zapiraat na istite vlezni zborovi?

(7) Za dadena Tjuringova maąina M, dali jazikot koj M go prifaÿa e regularen? Dali e kontestno-sloboden? Dali e Tjuring-odlu~iv?

Dokaz Tvrdewata (1) i (2) se prethodno dokaæani. Za ilustracija na na~inot na dokaæuvawe neodlu~ivost, ÿe dademe dokazi na (3) i (5).

(3) Neka pretpostavime deka M_0 e maąina koja go odlu~uva jazikot {p(M)|M zapira na vlez e}. ĺe dokaæeme deka togaą M_0 moæe da se iskoristi za odlu~uvawe na K_0. Prvo, za dadena Tjuringova maąina M i zbor w, so M_w ja ozna~uvame slednata Tjuringova maąina. M_w na vlez e, t.e. vo konfiguracija (s, ##) go zapiąuva w (konfiguracija (s, #w#)) na lentata, a potoa se odnesuva kako M. Sega, za proizvolna Tjuringova maąina M i vlezen zbor w, ja konstruirame M_w, go opredeluvame p(M_w), a potoa go obrabotuvame p(M_w) so M_0. Togaą M_0 zapira so Y na svojata lenta ako i samo ako M go prifaÿa w, t.e. ako T e Tjuringova maąina koja na vlez #p(M)p(w)# zapira so #p(M_w)# na lentata (a vakva sekako postoi), togaą T M_0 go odlu~uva K_0, ąto ne e moæno.

(5) Neka E e Tjuringova maąina koja go briąe sekoj vlezen zbor, imeno go transformira #w# vo #. Neka T_1 e Tjuringova maąina koja za sekoja Tjuringova maąina M go transformira #p(M)# vo #p(ERM)#. (R e Tjuringova maąina koja samo ja dviæi glavata za edno mesto na desno, ERM e sostavot od trite maąini). Togaą ako M_1 e maąina koja go odlu~uva jazikot {p(M)|M zapira na sekoj vlez}, T_1M_1 bi go odlu~uvala {p(M)|M go prifaÿa e}, ąto e sprotivno na (3). � Od ekvivalentnosta (ednakvata presmetuva~ka moÿ) na gramatikite i Tjuringovite maąini sleduva neodlu~ivost na niza problemi povrzani so gramatiki.

Teorema 27 Slednite problemi vo vrska so gramatikite se neodlu~ivi: (1) Za proizvolna gramatika G i zbor w, dali w ∈ L(G)? (2) Za fiksna gramatika G_0 i proizvolen zbor w, dali w ∈ L(G_0)? (3) Za proizvolni dve gramatiki G_1 i G_2, dali L(G_1) = L(G_2)? (4) Za proizvolna gramatika G, dali L(G) = ∅? �

3.5 Neodlu~ivost na problemot na zborovi

za polugrupite

Mnoguobrazieto polugrupi e mnoguobrazie grupoidi so identitet x · (y · z) = (x · y) · z.

Vo ovoj del ÿe dokaæeme deka problemot na zborovi za polugrupite e nereąliv (neodlu~iv i na prvo i na vtoro nivo), odnosno neodlu~ivo e dali za proizvolna kone~no prezentirana polugrupa S zadadena so kone~no mnoæestvo generatori B i definira~ki ravenstva E = {u_1 ≈ v_1, . . . , u_n ≈ v_n}, u_i, v_i ∈ T_{{·}}(B) i dadeni dva zbora x, y ∈ T_{{·}}(B), x ≡_S y kade ≡_S e kongruencijata na T_{{·}}(B) generirana od E i od identitetot. Uąte poveÿe, postoi kone~no prezentirana polugrupa S_0 i zbor w_0 ∈ T_{{·}}(B) za koi e neodlu~ivo dali, za proizvolen zbor u ∈ T_{{·}}(B), w_0 ≡_{S0} u. Iako so prepiąuva~ki sistemi ÿe se zanimavame poveÿe vo narednoto poglavje, da spomeneme deka prezentacija na polugrupa (B, R) ~esto se poistovetuva so taka nare~en prepiąuva~ki sistem na Thue (B^∗, R^′) (spored Axel Thue koj vo 1914 godina prv go postavil problemot na zborovi za polugrupite) na mnoæestvo B^∗ so mnoæestvo pravila za prepiąuvawe R^′ = {u → v|u ≈ v ∈ R ∨ v ≈ u ∈ R}. Pritoa, imajÿi na um deka B^∗ e sloboden monoid so slobodna baza B, go imame slednovo ednostavno svojstvo.

Svojstvo 15 Problemot na zborovi za polugrupa S so prezentacija (B, R) e reąliv ako i samo ako za proizvolni dva zbora u, v ∈ B^∗ e odlu~ivo dali u ↔^∗ v vo soodvetniot sistem (B^∗, R^′) na Thue. �

Teorema 28 (A.A. Markov, 1947)

Problemot na zborovi e neodlu~iv za mnoguobrazieto polugrupi, uąte poveÿe postoi polugrupa S_0 i zbor z_0 taka ąto za proizvolen zbor z ne e odlu~ivo dali z ≡_{S0} z_0.

Dokaz Prvo da uo~ime deka slednata varijanta na problemot na zapirawe e neodlu~iva. Za dadena azbuka Σ_0, dadena Tjuringova maąina M i daden zbor w ∈ Σ^∗_0, dali M za vlez w zapira so prazna lenta t.e. dali (s, #w#) ⊢^∗_M (h, #) kade s e po~etnata sostojba na M.

Imeno, neka pretpostavime deka Tjuringovata maąina M_0 go odlu~uva jazikot {p(M)p(w)|(s, #w#) ⊢^∗_M (h, #)} (1). Zna~i

(s, #p(M)p(w)#) ⊢^∗_{M0} (h, #Y #) ⇔ (s, #w#) ⊢^∗_M (h, #).

Neka M_1 e maąina koja ima edna lenta poveÿe od M_0 i raboti na sledniov na~in. M_1 na prvata lenta se odnesuva isto kako M_0, a na vtorata lenta vo sekoj moment e pretstavena tekovnata sostojba na proveruvanata maąina M. M_1 zapira so izlez Y na prvata lenta ako i samo ako M_0 zapira i na vtorata lenta se nao|a zborot || t.e. λ(h), inaku M_1 zapira so izlez N vo sekoj drug slu~aj (koga M_0 zapira). Dobivame deka M_1 go odlu~uva problemot na zapirawe, ąto ne e moæno, odnosno vakva M_0 ne postoi.

Neka M = (K, Σ, δ, s) e Tjuringova maąina i Σ_0 ⊆ Σ. Ja primenuvame konstrukcijata od Lema 3 na M i dobivame gramatika G = (V, Σ, R, S) takva ąto

(∀w ∈ Σ^∗)[#ws#] ⇒^∗_G [h#] ⇔ (s, #w#) ⊢^∗_M (h, #)

Neka S e polugrupata so prezentacija (Σ_0, E_R), kade E_R = {u ≈ v | u → v ∈ R}. ĺe dokaæeme deka

(∀w ∈ Σ^∗)[#ws#] ⇒^∗_G [h#] ⇔ [#ws#] ≡_S [h#]

ąto e dovolno za da se dokaæe prvoto tvrdewe od teoremata, bidejÿi togaą ako problemot na zborovi e reąliv za S bi imale Tjuringodlu~ivost na jazikot (1).

Jasno, ako [#ws#] ⇒^∗_G [h#], togaą [#ws#] ≡_S [h#] bidejÿi sekoe pravilo od G postoi kako definira~ko ravenstvo vo E_R.

Neka [#ws#] ≡_S [h#]. Togaą postoi kone~na niza zborovi w_0 , w_1, . . . , w_n kade

w_0 = [#ws#], w_n = [h#], w_i ≡_S w_{i+1}, i ∈ {0, . . . , n − 1} (2).

Da pretpostavime deka ovaa niza e najkratkata moæna t.e. ne postoi niza u_0, . . . , u_n0 koja gi zadovoluva uslovite (2) pri n^′ < n. Tvrdime deka w_i ⇒_G w_{i+1}, i ∈ {0, . . . , n − 1} t.e. site definira~ki ravenstva se upotrebeni vo "vistinska" nasoka (kako vo pravilata od R). So dokaæuvaweto na ova tvrdewe ÿe bide kompletiran dokazot na prviot del od teoremata.

Pred se, da uo~ime deka w_{n−1} ⇒_G w_n, bidejÿi vo sekoe pravilo od R, pa i vo sekoe definira~ko ravenstvo od E_R i levata i desnata strana sodræat sostojbi, no sostojbata vo levata strana na koe bilo pravilo od R ne e h bidejÿi M ne ja napuąta zavrąnata sostojba. Sega, neka pretpostavime deka za nekoj i ∈ {0, . . . , n−1} ne vaæi w_i ⇒_G w_{i+1}. Togaą w_{i+1} ⇒_G w_i. Neka i e najgolemiot so ova svojstvo. Zna~i w_{i+1} ⇒_G w_i, no w_{i+1} ⇒_G w_{i+2} ⇒_G · · · ⇒_G w_n. No togaą w_i = w_{i+2} (bidejÿi G e dobiena od deterministi~ka Tjuringova maąina, pa samo edno pravilo od G e primenlivo na proizvolen zbor [uqav], u, v ∈ Σ^∗, q ∈ K, a ∈ Σ) i w_0, . . . , w_{i−1}, w_{i+2}, . . . , w_n e pokratka niza koja gi zadovoluva uslovite (2) ąto e sprotivno na minimalnosta na n.

ľto se odnesuva na vtoriot del od tvrdeweto na teoremata, go imame slednovo. Jazikot (1) e Tjuring-prifatliv. Imeno nego go prifaÿa varijanta na opiąanata univerzalna maąina so tri lenti, so slednava razlika. Maąinata ima edna sostojba m viąok od opiąanata maąina. Ovaa sostojba e "mrtva" t.e. od nea ne se izleguva so nieden premin. Otkako ÿe simulira eden ~ekor, maąinata proveruva na tretata lenta dali e zapiąano λ(h) i istovremeno dali prvata lenta e prazna. Ako ova e ispolneto i samata zavrąuva so rabota, ako na tretata lenta stoi λ(h) no prvata lenta ne e prazna preminuva vo sostojba m, inaku prodolæuva so simulirawe na sledniot ~ekor. Neka standardnata maąina ekvivalentna na pogore opiąanata ja ozna~ime so M_0. Neka G_0 = (V_0, Σ, R_0, S_0) e gramatikata dobiena od M_0 so primena na Lema 3 i neka S_0 e polugrupata prezentirana so (Σ_0, E_{R0} ), kade E_{R0} = {u ≈ v | u → v ∈ R_0}. So sosema analogni argumenti, kako pogore, se utvrduva deka

[#ws#] ⇒_{G0} [h#] ⇔ [#ws#] ≡_{S0} [h#].

Sega ako so z_0 go ozna~ime zborot [h#], imame deka ako za proizvolen zbor z ∈ Σ^∗_0 e odlu~ivo dali z ≡_{S0} z_0 togaą jazikot (1) bi bil odlu~iv. � Vo prethodnata teorema ne e eksplicitno dadena prezentacija na polugrupa so neodlu~iv problem na zborovi. Vo 1956 godina, A.A.Markov dal primer na prezentacija so 13 generatori i 33 definira~ki ravenstva so neodlu~iv problem na zborovi. Dokazot na Markov e dosta sloæen i e na~elno daden vo [11, 12], ovde go naveduvame samo primerot, kako i nekoi drugi podocneæni primeri so uąte pomal broj na generatori i definira~ki ravenstva.

Primer 2 (A.A. Markov, 1956, spored [11])

Polugrupata so prezentacija (A, E) kade A = {a, b, c, d, e, f, g, h, ā, b̄, â, b̂, m} i E sodræi 33 definira~ki raven- stva od koi 20 izrazuvaat komutativnost na simbolite od {a, b, c, d} so onie od {f, ā, b̄, â, b̂}, a ostanatite 13 se:

eâ = âe, eb̂ = b̂e, ea = āe, eb = b̄e, am = âm,

bm = b̂m, haā = ah, hbb̄ = bh, agâ = ga, bgb̂ = gb, df = dh, fd = gd, hc = cg, ima nereąliv problem na zborovi.

Primer 3 (G. C. Tzeitin, 1958, spored [11])

Slednata polugrupa zadadena so prezentacija (A, E), kade A =

{a, b, c, d, e}, a E = {ac = ca, ad = da, bc = cb, bd = db, eca = ce, edb = de, cca = ccae} ima nereąliv problem na zborovi.

Primer 4 (J. Matijaąevi~ , 1967, spored [16])

Polugrupata so prezentacija (A, E), kade A e dvoelementna azbuka, A = {α, σ} i E e troelementno mnoæestvo definira~ki ravenstva, imeno E = {αασασ = σαα, αασσ = σαα, L = M} kade L i M se specijalni dolgi zborovi, imeno L ima 304 bukvi, a M 608, ima nereąliv problem na zborovi. O~igledno cenata na namaluvaweto na brojot na definira~kite ravenstva e zgolemuvawe na brojot na bukvi vo istite. Dokazot i na~inot na konstrukcija na vakviot sistem se preobemni, za da najdat svoe mesto ovde. Ideata e po~nuvajÿi od prezentacija na polugrupa so nereąliv problem na zborovi, so soodvetno pretstavuvawe na bukvite vo dvoelementna azbuka, i transformacija na definira~kite ravenstva da se dojde do ovoj sistem.

Kako posledica od prethodnata teorema postoi dokaz na nereąlivosta na problemot na zborovi za grupi (P.S. Novikov 1955, W.W. Boone 1959, J. L. Britton 1963, G. Higman 1961). Od druga strana, dokaæano e od strana na W. Magnus, 1932, deka kone~no prezentiranite grupi so edno definira~ko ravenstvo imaat reąliv problem na zborovi. Kako ąto se pojavuvale primeri na polugrupi so nereąlivi problemi na zborovi, so se pomalku definira~ki ravenstva, taka se dobivani i soodvetni primeri za grupi. Taka, najmal dosega poznat primer e grupa so prezentacija na dvoelementna azbuka i 12 definira~ki ravenstva, konstruiran od V. V. Borisov, 1969, vrz baza na prethodno navedeniot Primer 3.

Seuąte e otvoren problemot za polugrupi so edno definira~ko ravenstvo. Naveduvame nekolku rezultati dobieni vo posledno vreme vo taa nasoka, kako i nekoi rezultati vo vrska so algebarskite svojstva na grupi i polugrupi so reąliv problem na zborovi^∗:

• (S. AdÔn, 1966) Problemot na zborovi e reąliv za specijalen vid monoidi so prezentacija (A, {w = e}) ili (A, {u = v}) kade u i v imaat razli~ni prvi bukvi i razli~ni posledni bukvi, e e oznaka za prazniot zbor.

• (S. AdÔn, G. OganesÔn, 1978) Problemot na odlu~ivost na problemot na zborovi za polugrupi so edno definira~ko ravenstvo se sveduva na odlu~ivost na problem na zborovi za polugrupi so prezentacija (A, {bua = a}), i (A, {bua = ava}) kade a, b ∈ A, a ≠ b. • (G. OganesÔn, 1982) Problemot na zborovi e reąliv vo polugrupi so prezentacija (A, {bua = a}).

• (A. V. Kuznjecov, 1958; W.W. Boone, G. Higman, 1974) Kone~no prezentirana grupa [polugrupa] G ima reąliv problem na zborovi ako i samo ako postoi monomorfizam ϕ : G → S kade S e ed-

�originalnite trudovi vo koi se naogjaat dokazite na site nabroeni rezultati ne mi bea dostapni, samite rezultatite se prezemeni od [16, 11, 12] kade se nao—aat i skici na dokazi na del od navedenite tvrdewa

nostavna podgrupa [podpolugrupa bez kongruencii] na kone~no prezentirana grupa [polugrupa].

• (B.H. Neumann, 1973; R. McKenzie, R.J. Thompson, 1973) Kone~no prezentirana grupa [polugrupa] G ima odlu~iv problem na zborovi ako G moæe da se smesti vo algebarski zatvorena grupa [polugrupa] S. (S e algebarski zatvorena ako sekoja ravenka so konstanti od S koja e reąliva vo proąiruvawe na S ima reąenija vo S).

4 Prepiąuva~ki sistemi

Vo ovoj del ÿe se zadræime na definiciite na prepiąuva~ki sistem i osobini na prepiąuva~ki sistemi (terminacija, konfluentnost, kompletnost, normalni formi), zaedno so site neophodni poimi. ĺe bidat dadeni osnovnite svojstva povrzani so osobinite na prepiąuva~kite sistemi i nivni dokazi, kako i osvrt na dokaæuvawe na terminacija na prepiąuva~ki sistem i osvrt na postapkata za kompletirawe na prepiąuva~ki sistem, odnosno od sistem ravenstva dobivawe na kompleten prepiąuva~ki sistem, poznata kako algoritam na Knuth i Bendix. Vsuąnost, kako rezultat od taa postapka e dobien primerot za grupi naveden vo vovedot. Definiciite na poimite i teoremite se dadeni spored [2, 3, 9, 19].

4.1 Definicija na prepiąuva~ki sistemi i relacii Vo ovoj del gi voveduvame osnovnite definicii vo vrska so prepiąuva~ki sistemi, ravenstva, prepiąuva~ki pravila. Pri toa se zadræuvame samo na termovski prepiąuva~ki sistemi, iako pogolem del od navedenata teorija se odnesuva opąto na sistemi na redukcija na bilo koe mnoæestvo.

Ponatamu, so T go ozna~uvame mnoæestvoto od site termi (vo nekoja signatura I), so G mnoæestvoto od site bazi~ni termi (termi bez promenlivi).

Sekoe preslikuvawe od kone~no mnoæestvo promenlivi vo mnoæestvoto termi se narekuva supstitucija. Za supstituciite se koristat mali gr~ki bukvi. So Σ ÿe bide ozna~uvano mnoæestvoto od site supstitucii. Neka s e term i σ e supstitucija, so sσ se ozna~uva termot koj se dobiva od s so istovremena zamena na sekoja od promenlivite od domenot na σ vo s so soodvetna slika pri σ. Ako T e mnoæestvo termi i σ e supstitucija t.ą. (∀s, t ∈ T )sσ = tσ togaą velime deka σ e unifikator na T . Unifikatorot σ na mnoæestvo termi T e najopąt unifikator ako za sekoj drug unifikator τ na T postoi supstitucija ρ taka ąto τ = σ ∘ ρ.

Teorema 29 (Teorema za unifikacija)

Ako za mnoæestvo termi T postoi unifikator, togaą postoi i najopąt unifikator. �

Neka s e term so dolæina (broj na simboli) n. Za p ∈ {1, . . . , n} velime deka e pozicija na s ako p-tiot simbol na s e operaciski simbol od signaturata. So Pos(s) ÿe go ozna~uva mnoæestvoto od site pozicii na term s, s|_p e oznaka za podtermot na s na pozicija p, a s[t]_p termot ąto se dobiva so zamena na s|_p vo s so t.

Definicija 49 Edna binarna relacija → na mnoæestvo termi T e prepiąuva~ka relacija ako e zatvorena za primena na kontekst i instancirawe, t.e. (∀s, t, u ∈ T )(∀p ∈ Pos(t))(∀σ ∈ Σ) s → t =⇒ u[sσ]_p → u[tσ]_p. △ Inverzijata, simetri~niot zatvora~, refleksivniot zatvora~ i tranzitivniot zatvora~ na sekoja prepiąuva~ka relacija se isto taka prepiąuva~ki relacii. Jasno, sekoja ekvivalencija na mnoæestvo termi koja e prepiąuva~ka relacija e kongruencija na algebrata termi.

Podreduvawe na termi koe e prepiąuva~ka relacija se narekuva prepiąuva~ko podreduvawe.

Definicija 50 Pravilo za prepiąuvawe e par termi i se zapiąuva l → r, ( l, r ∈ T ). Prepiąuva~ki sistem e par (T , R), kade R e mnoæestvo pravila za prepiąuvawe.

Neka R e mnoæestvo pravila za prepiąuvawe. Definirame prepiąuva~ka relacija koja se dobiva od R.

Za term s velime deka se prepiąuva vo eden ~ekor do term t na pozicija p so upotreba na pravilo l → r ∈ R ako postoi supstitucija σ takva ąto s|_p = lσ i t = s[rσ]_p. Vo toj slu~aj, za s|_p velime deka e redeks. Ozna~uvame s→^p_{l→r}t ili t←^p_{l→r}s, a ponekogaą i gi ispuątame indeksite za praviloto i pozicijata, odnosno, namesto →^p_{l→r} piąuvame samo →_R.

Refleksivnoto proąiruvawe na definiranata relacija se ozna~uva so →^=_R (se prepiąuva vo nula ili eden ~ekor), refleksivnoto i tranzitivno proąiruvawe na definiranata prepiąuva~ka relacija se narekuva relacija na izveduvawe (se prepiąuva do) i se ozna~uva so →^∗_R, dodeka ↔^∗_R e oznaka za kongruencijata generirana od R. Da zabeleæime deka ↔^∗= (→ ∪ ←)^∗.

Niza od prepiąuvawa s↔^∗_Rt se narekuva dokaz (na ekvivalentnost na s i t).

Definicija 51 Velime deka termite s i t se konvertibilni ako postoi dokaz s↔^∗_R t. △ Za razli~ni formi na dokazi, upotrebuvame soodvetni imiwa.

Taka, s→^∗_R u←^∗_R t se narekuva dolina ili prepiąuva~ki dokaz, vo koj slu~aj za s i t velime deka se konvergentni; s→^=_R u←^=_R t se narekuva ramen ili dijamantski dokaz; s←_R u→_R t se narekuva vrv; s←^∗_R u→^∗_R t se vika planina.

Definicija 52 Term t e reducibilen ako sodræi redeks, a ireducibilen (vo normalna forma) inaku. △ Term s ima normalna forma ako postoi ireducibilen term t t.ą. s →^∗_R t. Za prepiąuva~kiot sistem R velime deka e funkcionalen (normalizira~ki ) ako sekoj term t ima normalna forma i postoi algoritam so koj istata se opredeluva.

4.2 Svojstva na prepiąuva~kite sistemi i relacii Veÿe definiravme edno svojstvo na prepiąuva~ki sistem, imeno funkcionalnosta. Funkcionalnosta e najpoæelnata karakteristika na eden prepiąuva~ki sistem. Za æal, taa e neodlu~iva i ~esto e mnogu teąko da se ostvari. Zatoa se zadræuvame na nekolku svojstva na prepiąuva~kite sistemi, i vrskite pome|u niv. Vsuąnot definirame svojstva na prepiąuva~kite relacii, no, ponatamu, bez posebno naglasuvawe, svojstvo na prepiąuva~ka relacija go poistovetuvame so svojstvo na prepiąuva~ki sistem od koj relacijata nastanuva.

Definicija 53 Za prepiąuva~kata relacija → velime deka e: Church − Rosser ako za sekoj dokaz postoi prepiąuva~ki dokaz: (∀u, v ∈ T )(u ↔^∗ v =⇒ (∃t ∈ T ) u →^∗ t ←^∗ v); konfluentna ako za sekoja planina postoi dolina, t.e. prepiąuva~ki dokaz: (∀u, v, s ∈ T )(u ←^∗ s →^∗ v =⇒ (∃t ∈ T ) u →^∗ t ←^∗ v); lokalno konfluentna ako za sekoj vrv postoi dolina, t.e prepiąuva~ki dokaz: (∀u, v, s ∈ T )(u ← s → v =⇒ (∃t ∈ T ) u →^∗ t ←^∗ v); jako konfluentna ako za sekoj vrv postoi dijamantski dokaz: (∀u, v, s ∈ T )(u ← s → v =⇒ (∃t ∈ T ) u →^= t ←^= v).

Church-Rosser konfluentnost

lokalna konfluentnost jaka konfluentnost

Jasno e deka sekoja konfluentna relacija e lokalno konfluentna, obratnoto vo opąt slu~aj ne vaæi.

Primer 5 (Hindly)

Prepiąuva~ka relacija koja e lokalno konfluentna no ne e konfluentna.

Svojstvo 16 Prepiąuva~ka relacija e konfluentna ako i samo ako e Church- Rosser.

Pred da go dademe dokazot na ova tvrdewe, ÿe se zadræime na dve pomoąni svojstva.

Lema 4 Za sekoi dve relacii α i β na mnoæestvo A vaæi β = Δ_A ∪ α · β =⇒ α^∗ ⊆ β. Dokaz. Od Δ_A ⊆ β, α ⊆ α · β ⊆ β , so indukcija trivijalno se pokaæuva deka (∀n ∈ N)α^n ⊆ β. �

Lema 5 Za proizvolni dve relacii α i β na mnoæestvo A vaæi: (α ∪ β)^∗ = α^∗ · (β · α^∗)^∗.

Dokaz. Za da se dokaæe "⊆" delot, dovolno e da se utvrdi (spored Lema 4) deka γ = α^∗ · (β · α^∗)^∗ zadovoluva γ = Δ_A ∪ (α ∪ β) · γ. Imame,

α^∗ · (β · α^∗)^∗ = (β · α^∗)^∗ ∪ α · α^∗ · (β · α^∗)^∗ = Δ_A ∪ β · α^∗ · (β · α^∗)^∗ ∪ α · α^∗ · (β · α^∗)^∗ = Δ_A ∪ (α ∪ β) · α^∗ · (β · α^∗)^∗ .

Obratnata inkluzija sleduva vednaą od definiciata na (α ∪ β)^∗. � Dokaz (Svojstvo 16) Neka → e Church - Rosser. Zna~i, za sekoi dva termi, imame: ako se konvertibilni, togaą se konvergentni. Sega neka x ←^∗ u →^∗ y. Togaą x i y se konvertibilni, pa i konvergentni.

Obratno, neka → e konfluentna. Spored Lema 5 imame ↔^∗=→^∗ · ⋃ ((← · →^∗)^n|n ∈ N). So indukcija po n ÿe dokaæeme deka

(∀n ∈ N)(← · →^∗)^n ⊆→^∗ · ←^∗ .

Za n = 0 tvrdeweto e trivijalno ispolneto. Ako (← · →^∗)^n ⊆→^∗ · ←^∗, togaą

(← · →^∗)^{n+1} = ← · →^∗ ·(← · →^∗)^n ⊆ ← · →^∗ · →^∗ · ←^∗ = ← · →^∗ · ←^∗ ⊆ →^∗ · ←^∗ · ←^∗ = →^∗ · ←^∗ pri ąto poslednata inkluzija e posledica od konfluentnosta. Zna~i, ↔^∗⊆→^∗ · ←^∗, t.e. → e Church-Rosser. � Definicija 54 Za prepiąuva~kata relacija → velime deka e terminira~ka (strogo normalizira~ka) ako ne postoi beskone~na niza od oblik t_0 → t_1 → · · · → t_i → . . . .

Terminira~ki i konfluenten prepiąuva~ki sistem se narekuva kompleten. Jasno e deka sekoj kompleten sistem e funkcionalen, sekoe prepiąuvawe vodi do edinstvenata normalna forma. Teorema 30 (Lema na Newmann)

Neka → e terminira~ka. Togaą → e konfluentna ako i samo ako e lokalno konfluentna.

Dokaz Dovolno e da se dokaæe deka lokalnata konfluentnost povlekuva konfluentnost, pri terminira~ki prepiąuva~ki sistem. Neka (T , R) e terminira~ki prepiąuva~ki sistem koj e lokalno konfluenten. Treba da dokaæeme deka (∀u, v, s ∈ T )(u ←^∗ s →^∗ v =⇒ (∃t ∈ T ) u →^∗ t ←^∗ v). Dokazot ÿe go izvedeme so indukcija. Imeno, definirame: P(s) ako i samo ako (∀u, v ∈ T )(u ←^∗ s →^∗ v =⇒ (∃t ∈ T )u →^∗ t ←^∗ v). Potrebno e da se proveri vistinitosta na tvrdeweto (∀s ∈ T )((∀x ∈ T )(s → x =⇒ P(x)) =⇒ P(s)). Ako s ∈ T e ireducibilen, togaą P(s) e sekako trivijalno ispolneta, a so toa e pokaæan bazniot ~ekor. Natamu, neka s ∈ T i neka u, v ∈ T se takvi ąto s →^∗ u, s →^∗ v, (u ≠ v). Togaą postojat elementi a, b ∈ T takvi ąto s → a →^∗ u, s → b →^∗ v. Sega, od lokalnata konfluentnost, se dobiva deka postoi c ∈ T , a →^∗ c, b →^∗ c. Spored induktivnata pretpostavka vaæi P(a). Zna~i postoi w ∈ T takov ąto c →^∗ w ←^∗ u, od kade sleduva b →^∗ w. So uąte edna primena na induktivnata pretpostavka za b vaæi P(b), pa postoi z ∈ T takov ąto w →^∗ z ←^∗ v, ąto zna~i deka e ispolneto P(s).

� Kako posledica se dobiva biten kriterium za kompletnost.

Posledica 5 Eden prepiąuva~ki sistem e kompleten ako i samo ako e lokalno konfluenten i terminira~ki. � Kako alternativa na terminacijata se koristi jakata konfluentnost. Imeno, go imame sledniot rezultat. Teorema 31 (Lema na Rosen)

Relacijata → e konfluentna ako e jako konfluentna. Dokaz Dokazot povtorno se izveduva ednostavno so indukcija, koristejÿi argumenti na poplo~uvawe, imeno, sosema e jasno ako se ima na um sledniot crteæ.

� 4.3 Terminacija na termovski prepiąuva~ki sistem Ja definiravme osobinata na terminirawe na daden prepiąuva~ki sistem. Isto taka, jasna e vaænosta na ovaa osobina od lemata na Newmann. Za æal, terminacijata e neodlu~iva vo opąt slu~aj, osven za prepiąuva~ki sistemi bez promenlivi. Dokaæuvaweto terminacija isto taka, vo opąt slu~aj, ne e ednostavna rabota i koristi golem del od teorijata na podreduvawa. Vo ovoj del ÿe se zadræime nakratko na nekoi osnovni metodi i primeri za dokaæuvawe terminacija na termovski prepiąuva~ki sistemi. Navedenite primeri se spored [3, 4].

Definicija 55 Redukcisko podreduvawe na mnoæestvo termi T e sekoe dobro osnovano prepiąuva~ko podreduvawe na T . (Edna relacija R e dobro osnovana ako ne postoi beskone~na niza a_1Ra_2R . . . .) △

Terminacijata e obezbedena ako l > r za sekoe pravilo l → r ∈ R, kade > e redukcisko podreduvawe. Od druga strana, ako (T , R) terminira, togaą samata relacija →^+_R e redukcisko podreduvawe. Zatoa za dokaæuvawe terminacija, potrebni ni se dovolno silni redukciski podreduvawa. Vo literaturata se sreÿavaat ogromen broj na razli~ni redukciski podreduvawa za dokaæuvawe terminacija. Ovde ÿe se zadræime nakratko na nekoi od niv. Isto taka, ~esto pati namesto konkretno redukcisko podreduvawe na termi, vsuąnost zboruvame za interpretacija (preslikuvawe) na termite vo nekoe "standardno" dobro podredeno mnoæestvo, taka ąto konkretniot prepiąuva~ki sistem zadovoluva u → v ⇔ |u| > |v|, za sekoi dva termi u i v, kade so |t| e ozna~ena interpretacijata na term t, a ">" e dobro osnovano podreduvawe na mnoæestvoto vo koe gi interpretirame termite.

Primer 6 (Lupi)

Sledniot sistem od 12 pravila za prepiąuvawe e daden od T. Evans, 1951 i dava postapka za opredeluvawe na normalni formi za lupi pri signatura {·, \, /, e}.

x \ x → e x/x → e e · x → x x · e → x e \ x → x x/e → x x · (x \ y) → y (y/x) · x → y x \ (x · y) → y (y · x)/x → y x/(y \ x) → y (x/y) \ x → y

Sistemot terminira bidejÿi primena na proizvolno pravilo na proizvolen redeks na term t ja namaluva goleminata (brojot na simboli) na t.

Primer 7 (Del od teorijata na grupi)

Sistemot

1 · x → x x · 1 → x x^− · x → 1 x · x^− → 1 1^− → 1 (x^−)^− → x x^− · (x · y) → y x · (x^− · y) → y

terminira od istite pri~ini kako i prethodniot.

Ovde da napomeneme deka ne e dovolno levata strana na sekoe pravilo da e podolga od desnata, bidejÿi ako imame pravilo vo koe na desna strana odredena promenliva se pojavuva poveÿe pati otkolku na leva, na primer (x · y) · z → y · y, togaą primena od tipot (a · (b · b)) · c → ((b · b) · (b · b)) · c predizvikuva zgolemuvawe na goleminata na termot (vsuąnost ova barawe e sodræano vo definicijata na prepiąuva~ko podreduvawe).

Primer 8 (upotreba na polinomna interpretacija, simboli~ko diferencirawe, Lankford, 1979)

Terminacija na sistemot

Dt → 1 D(const) → 0 D(x + y) → Dx + Dy D(x × y) → (x × Dy) + (y × Dx) D(x − y) → Dx − Dy D(−x) → −D(x) D(x/y) → (Dx/y) − (x × Dy/y^2) D(lnx) → Dx/x D(x^y) → (y × x^{y−1} × Dx) + (x^y × (lnx) × Dy) se dokaæuva so slednata polinomna interpretacija: ‖x + y‖ = ‖x‖ + ‖y‖ ‖x − y‖ = ‖x‖ + ‖y‖ ‖x^y‖ = ‖x‖ + 2‖y‖ ‖ − x‖ = ‖x‖ + 1 ‖const‖ = 2 ‖t‖ = 2 ‖x × y‖ = ‖x‖ + ‖y‖ ‖x/y‖ = ‖x‖ + 2‖y‖ ‖Dx‖ = ‖x‖^2 ‖lnx‖ = ‖x‖ + 1 Opąto ideata za polinomna interpretacija poteknuva od Lankford i se sostoi vo slednovo. Na sekoj n-aren simbol od signaturata F na T_F mu se pridruæuva po eden celobroen polinom od n promenlivi. Izborot na koeficientite mora da go osigura uslovot na monotonost i termite mora da se preslikuvaat vo prirodni broevi. Potoa, mora da se dokaæe deka sekoe pravilo e reducira~ko, odnosno deka za sekoe pravilo l → r vaæi: |l| − |r| e pozitiven za site vrednosti na promenlivite pogolemi od minimalnata vrednost na bazi~en term

(kade so |t| e ozna~ena interpretacijata na term t). Vsuąnost, so ovaa interpretacija, promenlivite se interpretiraat vo promenlivi nad mnoæestvoto prirodni broevi.

Postojat i poveÿe ~esto upotrebuvani metodi na definirawe na posloæeni prepiąuva~ki podreduvawa, vrz baza na standardni dobro osnovani podreduvawa. Na kratko ÿe se zadræime na nekoi od niv. Najednostaven metod e leksikografsko proąiruvawe. So nego n dobro osnovani podreduvawa >_1, >_2, · · · >_n na mnoæestva A_1, . . . , A_n, soodvetno, se transformiraat vo dobro osnovano podreduvawe (>_1 , . . . , >_N )_{lex} na direktniot proizvod A_1 × · · · × A_n, na sledniot na~in: (a_1, . . . , a_n)(>_1, . . . , >_N )_{lex}(b_1, . . . , b_n) ako a_1 >_1 b_1 ili a_1 = b_1, (a_2, . . . , a_n)(>_2, . . . , >_N )_{lex}(b_2, . . . , b_n).

Ako >_1= · · · =>_n, piąuvame >_{lex}.

Primer 9 Daden e prepiąuva~ki sistem od dve pravila:

f(f(x)) → g(f(x)) g(g(x)) → f(x) Istiot lesno se uo~uva deka terminira ako se ima na um leksikografskoto podreduvawe (>, >)_{lex} i interpretacijata ‖‖ : T → N × N opredelena so: ‖t‖ = (t_1, t_2) , kade t_1 e golemina - broj na simboli vo t, a t_2 e broj na simboli f vo termot t.

Primer 10 Vo sledniot sistem se koristi par od interpretacii i leksikografsko podreduvawe za dokaæuvawe na negovata terminacija.

x · (y + z) → (x · y) + (x · z) (y + z) · x → (x · y) + (x · z) (x · y) · z → x · (y · z) (x + y) + z → x + (y + z) Parot interpretacii (‖t‖, ‖t‖^′), e opredelen so ‖x · y‖ = ‖x‖ · ‖y‖ ‖x + y‖ = ‖x‖ + ‖y‖ + 1 ‖const‖ = 2 i ‖x · y‖^′ = 2‖x‖^′ + ‖y‖^′ ‖x + y‖^′ = 2‖x‖^′ + ‖y‖^′ ‖const‖^′ = 2 Imeno, prvite dve pravila ja namaluvaat prvata interpretacija, a vtorite dve prvata ne ja menuvaat, a ja namaluvaat vtorata.

Drug metod e proąiruvawe na multimnoæestva. Kone~no multimnoæestvo (ili vreÿa) e preslikuvawe od kone~no mnoæestvo S vo mnoæestvoto prirodni broevi. Vsuąnost slikata na sekoj element ozna~uva broj na pojavuvawa na elementot vo multimnoæestvoto. Sega, ako > e podreduvawe na S, togaą podreduvaweto >_{mul} na multimnoæestvata so elementite na S se definira kako tranzitiven zatvora~ na relacijata na zamena na eden element so kone~en broj (moæe i nula) elementi koi se pomali od nego vo odnos na >.

Primer 11 Sistemot sostaven od slednoto pravilo (distributivnost) x · (y + z) → (x · y) + (x · z) go naveduvame kako primer za dokaæuvawe terminacija so pomoą na multimnoæestva. Imeno, se definira redukcisko podreduvawe na termite na sledniot na~in. Za sekoj term konstruirame multimnoæestvo ~ii elementi se od n -torki od broevi. Termot se pretstavuva so korensko drvo od gore nadolu. Na sekoj najdolen simbol "·" vo korenskoto steblo, mu se pridruæuva po edna n-torka broevi na sledniot na~in. Na sekoj simbol "·" na patot od najdolen simbol "·" do korenot na stebloto soodvetstvuva po eden broj - brojot na jazli vo potstebloto ~ij korenski simbol e razgleduvaniot simbol "·". Potoa, n - torkite se sporeduvaat leksikografski, a multimnoæestvata spored soodvetnoto inducirano podreduvawe.

Taka, na primer termite a·((b·c)·(d+(e·f))) i a·(((b·c)·d)+((b·c)·(e·f))) se pretstavuvaat so korenski stebla kako na slednata slika i so

a · ((b · c) · (d + (e · f))) a · ((b · c) · d + (b · c) · (e · f))

multimnoæestvata {< 3, 9, 11 >, < 3, 9, 11.} i {< 3, 5, 15 >, < 3, 7, 15 > , < 3, 7, 15 >}, soodvetno. Pritoa vtoroto multimnoæestvo e pomalo, bidejÿi sekoj negov element e leksikografski strogo pomal od < 3, 9, 11 > koj se pojavuva vo prvoto multimnoæestvo.

Tret metod e podreduvawe na pateki. Ovoj metod transformira proizvolno dobro osnovano podreduvawe ⪰ (prioritet) na azbuka F od funkciski simboli vo prepiąuva~ko podreduvawe na mnoæestvoto bazi~ni termi vo signatura F. Ideata e deka term s treba da e pogolem od sekoj term koj e izgraden od termi pomali od s povrzani so funkciski simboli pomali (po prioritet) od korenot na s. Pri toa, "pomali od s" se podrazbira rekurzivno, pri istoto podreduvawe. Dva dadeni termi s i t, prvo se sporeduvaat po prioritet na korenskiot funkciski simbol: ako korenot na s e so pogolem prioritet od korenot na t, t moæe da e pogolem od s samo ako nekoj od negovite podtermi e pogolem od s. Pritoa, postojat dva osnovni tipa na podreduvawe na pateki, leksikografsko podreduvawe na pateki i podreduvawe na pateki so multimnoæestva, kako i nivni kombinacii, od koiąto naj~esto e koristeno taka nara~enoto rekurzivno podreduvawe na pateki.

Neka e dadeno podreduvawe po prioritet ⪰ na azbuka F. Podreduvaweto na pateki so multimnoæestva ⪰_{mul} se definira na sledniot na~in: f(s_1, . . . , s_n) ≻_{mul} s_i 1 ≤ i ≤ n f(s_1, . . . , s_n) ≻_{mul} g(t_1, . . . , t_m) f ≻ q, f(s_1, . . . , s_n) ≻_{mul} t_1, . . . , t_m f(s_1, . . . , s_i, . . . , s_n) ≻_{mul} g(s_1, . . . t_1, . . . , t_k, . . . , s_n) f ⪯ g, s_i ≻_{mul} t_1, . . . , t_k, k ≥ 0 f(s_1, . . . , s_n) ≈_{mul} g(s_{π1} , . . . , s_{πn} ) f ≈ q, π e permutacija

Primer 12 (Disjunktivna normalna forma, Dershowitz, 1982) Za primer na upotreba na podreduvawe na pateki so multimnoæestva pri dokaæuvawe terminacija go davame sledniot prepiąuva~ki sistem. ¬¬x → x ¬(x ∨ y) → ¬x ∧ ¬y ¬(x ∧ y) → ¬x ∨ ¬y x ∧ (y ∨ z) → (x ∧ y) ∨ (x ∧ z) (y ∨ z) ∧ x → (x ∧ y) ∨ (x ∧ z) Pritoa, prioritetot e zadaden so ¬ ≻ ∧ ≻ ∨.

Leksikografskoto podreduvawe na pateki ⪰_{lex} se definira na sledniot na~in: f(s_1, . . . , s_n) ≻_{lex} s_i 1 ≤ i ≤ n f(s_1, . . . , s_n) ≻_{lex} g(t_1, . . . , t_m) f ≻ q, f(s_1, . . . , s_n) ≻_{lex} t_1, . . . , t_m f(s_1, . . . , s_i, . . . , s_n) ⪰_{lex} f(s_1, . . . , s_{i−1}, t_i, . . . . . . t_n) s_i ⪰_{lex} t_i, f(s_1, . . . , s_n) ≻_{lex} t_{i+1}, . . . , t_n f(s_1, . . . , s_n) ≻_{lex} g(s_1, . . . , s_m) f ≈ g, m < n f(s_1, . . . , s_n) ≈_{lex} g(s_1, . . . , s_n) f ≈ g Ovde, kako i vo podreduvaweto so multimnoæestva, prioritetot inducira podreduvawe na termite, no podtermite od isti funkciski simbol se podreduvaat od levo na desno, leksikografski.

Primer 13 Za dokaz na terminacija na sistemot ack(0, y) → succ(y) ack(succ(x), 0) → ack(x, succ(0)) ack(succ(x), succ(y)) → ack(x, ack(succ(x), y)) za funkcijata na Ackerman se koristi leksikografsko podreduvawe na pateki, pri prioritet ack ≻ succ.

Pri rekurzivnoto podreduvawe na pateki, pred se na sekoj element od F mu se dodeluva status - leksikografski ili na multimnoæestvo, t.e. F se deli na dve podmnoæestva Lex i Mul. Potoa definicijata na induciranoto podreduvawe e slednata:

s = f(s_1, . . . , s_m) ⪰_{rpo} g(t_1, . . . , t_n) = t

ako vaæi eden od slednite tri uslovi (i) s_i ⪰ t, za nekoj i ∈ {1, . . . , m}, (ii) f = g i 1. f ∈ Lex i s ≻_{rpo} t_1, . . . , s ≻_{rpo} t_n, (s_1, . . . , s_n)(⪰_{rpo})_{lex}(t_1, . . . , t_n), 2. f ∈ Mul i (s_1, . . . , s_n)(⪰_{rpo})_{mul}(t_1, . . . , t_n), (iii) f ≻ g i s ≻_{rpo} t_i, za sekoj i ∈ {1, . . . , n}. Koga ≻ e linearno podreduvawe na F, togaąi ≻_{rpo} e linearno podreduvawe. Induciranoto podreduvaweto e striktno ako Mul = ∅. Ova dosega se odnesuvaąe na podreduvawe na bazi~ni termi, a za termi so promenlivi moæno e vaka definiranoto podreduvawe da se proąiri do prepiąuva~ko so s ⪰_{rpo} t ako i samo ako sσ ⪰_{rpo} tσ, za sekoja bazi~na supstitucija σ, ili pak so tretirawe na promenlivite kako novi konstanti nesporedlivi so nieden funkciski simbol, nitu me|u sebe vo ≻.

Za prepiąuva~kiot sistem za grupi naveden vo vovedot, terminacijata se dokaæuva so pomoą na eden vid rekurzivno podreduvawe na pateki, poznato kako podreduvawe na Knuth - Bendix.

4.4 Kompletirawe na termovski prepiąuva~ki sistem Veÿe spomnavme deka prepiąuva~kite sistemi ni se od interes za reąavawe na problemi na zborovi. Pritoa problemot se sveduva na slednovo: za dadena kongruencija na kone~no prezentirana algebra (vo slu~ajov algebra termi) da se definira kompleten prepiąuva~ki sistem koj ja generira istata kongruencija. Bidejÿi, sekako, razli~ni prepiąuva~ki sistemi moæe da generiraat ista relacija, potreben ni e poimot za nivna ekvivalentnost.

Definicija 56 Dva termovski prepiąuva~ki sistemi (T , →), (T , ⇒) se ekvivalentni ako ↔^∗=⇔^∗. △

Sekoj kompleten prepiąuva~ki sistem ekvivalenten na daden prepiąuva~ki sistem (T , →) se narekuva negovo kompletirawe.

Se postavuva praąaweto dali sekoj prepiąuva~ki sistem ima kompletirawe. So upotreba na aksiomata na izbor se dobiva pozitiven odgovor na ova praąawe, no vo opąt slu~aj nevozmoæno e istoto da se konstruira algoritamski. Idejata za algoritamsko kompletirawe na daden prepiąuva~ki sistem e bazirana na Posledica 5. Vsuąnost, poa|ajki od eden prepiąuva~ki sistem se obiduvame da konstruirame negovo komletirawe locirajÿi gi site situacii vo koi e naruąena lokalnata konfluentnost. Postapkata za kompletirawe na prepiąuva~ki sistem poteknuva od Knuth i Bendix, a postojat i poveÿe podobruvawa na istata vo smisla na efikasnost. Nakratko, ąto e idejata: po~nuvame so daden terminira~ki prepiąuva~ki sistem (T , →) i go opredeluvame mnoæestvoto od site "kriti~ni parovi" na →, pri ąto (x, y) ∈ T × T e kriti~en par ako ja naruąuva lokalnata konfluentnost t.e. postoi z ∈ T takov ąto z → x, z → y, no x i y ne se konvergentni. Jasno, ako ova mnoæestvo e prazno, togaą sistemot e kompleten. No, ako postoi kriti~en par (x, y), togaą vospostavuvame lokalna konfluentnost so dodavawe na edno od pravilata x → y ili y → x vodejÿi smetka da ne se naruąi terminacijata. Ako i dvete ovie pravila ja naruąuvaat terminacijata postapkata zavrąuva so neuspeh, inaku ja povtoruvame postapkata za vaka proąirenata relacija. Pritoa povtorno ima dve moænosti - postapkata da zavrąi so relacija koja e lokalno konfluentna i terminira~ka, odnosno, so kompletirawe na sistemot, ili nikogaą da ne zavrąi. Inaku, jasno e deka so sekoe dodavawe na pravilo se dobiva ekvivalenten prepiąuva~ki sistem. Pri prakti~na implementacija sekako e biten i izborot na kriti~en par vo daden moment, kako i mnogu drugi detali. Istata postapka e osobeno pogodna od algebarski aspekt, t.e. od aspekt na zamena na sistem od ravenstva (identiteti) so sistem pravila za prepiąuvawe. Po~nuvajÿi od sistem ravenstva dokolku istite se naso~at i se primeni postapkata, se dobiva eventualno prepiąuva~ki sistem koj e kompleten i koj ja generira istata kongruencija. Ova e korisno za algoritamsko opiąuvawe na slobodnite algebarski strukturi so pomoą na kanoni~ni pretstavnici, kako i za reąavawe na problemot na zborovi vo dadeno mnoguobrazie algebri, sekako dokolku postapkata zavrąi so uspeh.

Vo prodolæenie ÿe gi dademe osnovnite definicii i svojstva za precizno opredeluvawe na postapkata za kompletirawe, bez zadræuvawe na mnogu detali. Postapka e detalno obrabotena vo [2, 9, 19].

Definicija 57 Neka l → r i g → d se dve pravila za prepiąuvawe (so disjunktni promenlivi - po potreba preimenuvani) i neka σ e najopąt unifikator na g i podterm l|_p od l koj ne e promenliva. Togaą vrvot rσ ←^λ_{l→r} lσ →^p_{g→d} lσ[dσ]_p e kriti~en, a parot (rσ, lσ[dσ]_p) e kriti~en par. So CP (R) go ozna~uvame mnoæestvoto od site kriti~ni parovi nastanati od pravilata na R. △

Kriti~en vrv i kriti~en par

Slednoto svojstvo pokaæuva deka site kriti~ni situacii do koi moæe da dojdeme pri proverka na lokalna konfluentnost se instanci od kriti~ni parovi, t.e. konceptot na kriti~ni parovi ja opiąuva kriti~nata situacija na najopąt na~in.

Svojstvo 17 Neka l_1 → r_1, l_2 → r_2 se dve pravila od prepiąuva~ki sistem R. Neka p e pozicija na l_1 i podtermot l_1|_p ne e promenliva. Ako postojat supstitucii σ_1 i σ_2, takvi ąto l_1|_pσ_1 = l_2σ_2, togaą postoi kriti~en par (t_1, t_2) ∈ CP (R) i supstitucija σ, taka ąto t_1σ = l_1σ_1 i t_2σ = l_1σ_1[r_2σ_2]_p. �

Teorema 32 (Test na Huet za lokalna konfluentnost)

Eden prepiąuva~ki sistem e lokalno konfluenten ako i samo ako site negovi kriti~ni parovi se konvergentni. �

Kone~en prepiąuva~ki sistem ima kone~no mnoæestvo kriti~ni parovi, spored toa, lokalnata konfluentnost e odlu~ivo svojstvo za kone~ni prepiąuva~ki sistemi. Isto taka e i kompletnosta, spored lemata na Newman za terminira~ki i kone~ni prepiąuva~ki sistemi. Taka, slednata teorema e direktna posledica od prethodnata i od lemata na Newman.

Teorema 33 (Knuth - Bendix)

Terminira~ki prepiąuva~ki sistem R e konfluenten ako i samo ako sekoj kriti~en par (t^′, t^{′′}) ∈ CP (R) e konvergenten. �

Vo prodolæenie na kratko ja davame postapkata na Knuth i Bendix za kompletirawe, koja e bazirana na prethodnata teorema.

Neka R e kone~en terminira~ki prepiąuva~ki sistem. So postapkata se generira niza (R_n|n ∈ N) kone~ni mnoæestva pravila za prepiąuvawe, koi gi zadovoluvaat slednite dva uslovi:

(1) R_n e terminira~ki i ekvivalenten na R, i

(2) Sekoj kriti~en par na R e konvergenten vo R_{n+1}. Vo postapkata za presmetuvawe prezentirana vo prodolæenie, istata eventualno zavrąuva so kompleten sistem soodveten na specifikacija zadadena so ravenstva.

Postapka za kompletirawe na Knuth - Bendix

Vlez:

• specifikacija so ravenstva (F, E),

• redukcisko podreduvawe na T_F

Izlez: kompleten termovski prepiąuva~ki sistem R so osobinata (∀s, t ∈ T_F s ↔_R t ⇔ (F, E) ⊢ s ≈ t Po~ni

R := ∅;

dodeka E ≠ ∅ pravi

izberi ravenstvo s = t od E reduciraj gi s i t do soodvetni normalni formi s^′ i t^′ (vo odnos na R) ako s^′ ≡ t^′ togaą E := E − {s = t} inaku

ako s^′ > t^′ togaą α := s^′, β := t^′ inaku ako t^′ > s^′ togaą α := t^′, β := s^′ inaku neuspeh kraj; {ako} CP := {p = q|(p, q) kriti~en par me|u pravilata od R i α → β}; R = R ∪ {α → β}; E = E ∪ CP − {s ≈ t} kraj; {ako} kraj; {dodeka} Kraj.

Najgolem problem sekako e opredeluvawe na podreduvaweto, no na toa vo momentov voopąto ne se zadræuvame. Dokazot na korektnosta na postapkata za kompletirawe e prili~no sloæen i prv go dal Huet, 1981. Detalni nasoki za dokaæuvawe na kompletnosta se dadeni vo [2, 9].

5 Slobodni slupi i problem na zborovi

Vo ovoj del se zadræuvame na mnoguobrazieto slupi, odnosno ľtajnerovi lupi. Davame opis na slobodnite slupi, i reąenie na problemot na zborovi vo ova mnoguobrazie, odnosno dokaz deka istiot e reąliv koristejÿi gi rezultatite na T.Evans i konstrukcija na prepiąuva~ki sistem za negovo reąavawe.

5.1 Vovedni poimi ľtajnerova lupa ili slupa e algebra (L; ·, 1), kade · e binarna operacija i 1 e konstanta, koja gi zadovoluva identitetite

(S1) 1 · x = x (S2) x · y = y · x (S3) x · (x · y) = y

ľtajnerov sistem trojki e par (L, M) kade L e kone~no mnoæestvo, M e mnoæestvo trielementni podmnoæestva od L so svojstvoto, za sekoi a, b ∈ L (a ≠ b) postoi edinstven c ∈ L taka ąto {a, b, c} ∈ M. Jasno e deka sekoj ľtajnerov sistem trojki na mnoæestvo L ovozmoæuva konstrukcija na slupa so nositel L ∪ {1} kade 1 /∈ L, i obratno. Zna~i postoi obratna ednozna~na korespondencija pome|u ľtajnerovite sistemi trojki i kone~nite slupi.

Klasata involutorni komutativni lupi e definirana so zakonite: 1x = x, xy = yx, xx = 1, (∀x, y)(∃!z, u)(xz = y, ux = y).

Svojstvo 18 Mnoguobrazieto slupi e vistinsko podmnoguobrazie od klasata involutorni komutativni lupi.

Dokaz Ako (L; ·, 1) e slupa, togaą ravenkata ax = b za proizvolni a, b ∈ L ima edinstveno reąenie x = ab. Vo prodolæenie davame primer na involutorna komutativna lupa koja ne e slupa: · 1 a b c d e 1 1 a b c d e a a 1 c d e b b b c 1 e a d c c d e 1 b a d d e a b 1 c e e b d a c 1 � Ponatamu go koristime terminot baza za minimalno generatorno mnoæestvo na edna algebra, i slobodna baza za baza na algebra so svojstvo na univerzalno preslikuvawe. Taka, mnoæestvo B velime deka e slobodna baza na slupa S = (S; ·, 1) ako B e baza i sekoe preslikuvawe od B vo L, kade L = (L; ·, 1) e slupa, moæe na edinstven na~in da se proąiri do homomorfizam od S vo L.

5.2 Slobodni slupi - konstrukcija 1 Neka X e dadeno mnoæestvo. Definirame veriga od mnoæestva X_i i mnoæestvo F so:

(B1) X_1 = X, X_{i+1} = X_i ∪ {{u, v} | u ≠ v ∈ X_i, u /∈ v, v /∈ u}, F_X = (∪ (X_i| i ≥ 1)) ∪ {1} 1 /∈ ∪ (X_i| i ≥ 1). Svojstvo 19 Elementot x ∈ X_{i+1} \ X_i ako i samo ako x = {u, v} za nekoi ednozna~no opredeleni u i v takvi ąto u ∈ X_i \ X_{i−1} ili v ∈ X_i \ X_{i−1}. � Definirame operacija ∗ na F_X na sledniot na~in. Ako u, v ∈ F_X \ {1}, togaą

u ∗ v := {u, v} u ≠ v, u /∈ v, v /∈ u 1 u = v t v = {u, t} ili u = {v, t} i 1 ∗ u := u, u ∗ 1 := u, 1 ∗ 1 := 1.

Teorema 34 F_X = (F_X ; ∗, 1) e sloboden objekt vo mnoguobrazieto slupi so slobodna baza X.

Dokaz O~igledno e deka u ∗ v = v ∗ u. Go proveruvame identitetot u ∗ (u ∗ v) = v vo slednite slu~ai. 1) u ≠ v, u /∈ v, v /∈ u : u ∗ (u ∗ v) = u ∗ {u, v} = v, 2) v = {u, t} : u ∗ (u ∗ v) = u ∗ t = {u, t} = v, 3) u = {v, t} : u ∗ (u ∗ v) = u ∗ t = v. Vo sekoj drug slu~aj tvrdeweto direktno e ispolneto. Zna~i, F_X e slupa.

Jasno e deka X e baza na F_X koja e slobodna. Imeno, neka (L; ·, 1) e slupa i ϕ : X −→ L e preslikuvawe. Definirame induktivno veriga od preslikuvawa (ϕ_i : X_i −→ L | i ≥ 1) na sledniot na~in. ϕ_1 = ϕ i ako ϕ_i e definirano, togaą za x ∈ X_{i+1},

ϕ_{i+1}(x) := ϕ_i(x) x ∈ X_i ϕ_i(u) · ϕ_i(v) x = {u, v} ∈ X_{i+1} \ X_i Od Svojstvo 2, ϕ_i e dobro definirano za i ≥ 1.

Neka ϕ^∗ := ∪(ϕ_i | i ≥ 1) ∪ {(1, 1)}. ĺe dokaæeme deka ϕ^∗ e homomorfizam. Gi razgleduvame slednite slu~ai. 1) u ≠ v, u /∈ v, v /∈ u (u, v ∈ X_i za nekoj i ≥ 1) : ϕ^∗(u ∗ v) = ϕ^∗({u, v}) = ϕ_{i+1}({u, v}) = ϕ_i(u) · ϕ_i(v) = ϕ^∗(u) · ϕ^∗(v). 2) u = {v, t} ∈ X_i za nekoj i > 1 : ϕ^∗(u ∗ v) = ϕ^∗(t) = ϕ_{i−1}(t) = (ϕ_{i−1}(v) · ϕ_{i−1}(t)) · ϕ_{i−1}(v) = ϕ_i({v, t}) · ϕ_{i−1}(v) = ϕ^∗(u) · ϕ^∗(v). Ostanatite slu~ai se trivijalni. � Smetajÿi deka mnoæestvoto X e dobro podredeno (t.e. zemame deka vaæat aksiomite od ZF C teorijata na mnoæestva), go proąiruvame istoto podreduvawe do podreduvawe na F_X , na sledniot na~in.

Elementot 1 e najmal vo F_X . Ako α, β ∈ F_X i α ima pomal broj (parovi) zagradi od β, togaą α < β. Ako {α, β} ≠ {γ, δ} ∈ F_B, {α, β}, {γ, δ} imaat ist broj (parovi) zagradi i α < β, γ < δ, togaą stavame {α, β} < {γ, δ} ako α < γ ili α = γ, β < δ, i {γ, δ} < {α, β} ako γ < α ili α = γ, δ < β.

Svojstvo 20 (F_X , ≤) e dobro podredeno mnoæestvo.

Dokaz (So indukcija po broevi na zgaradi.) Neka A ⊆ F_X . Ako A sodræi element bez zagradi, togaą najmaliot vo (X ∪ {1}) ∩ A e najmal vo A. Inaku, neka k > 0 e najmaliot broj na zagradi na element od A i A^′ = {a ∈ A | brojot na zagradi vo a e k}. Go razgleduvame mnoæestvoto A^{′′} = {u ∈ F_X | {u, v} ∈ A^′, u < v}. Spored induktivna pretpostavka A^{′′} ima najmal element α i A^{′′′} = {v ∈ F_X | {α, v} ∈ A^′} ima najmal β. Togaą {α, β} e najmal vo A^′ t.e. A. � Da uo~ime deka ako X e rekurzivno mnoæestvo, takvo e i F_X .

5.3 Slobodni slupi - konstrukcija 2 Ovde davame drug opis a slobodnite slupi koristejÿi ja apsolutno slobodnata algebra, t.e. algebrata bazi~ni termi G_{{·,1}}(X) = G_X so slobodna baza X, vo signatura {·, 1}. Sekoja slobodna slupa so slobodna baza X e vsuąnost faktor algebra na G_X . Me|utoa, vo ovoj opis koristime podmnoæestvo na G_X kako nositel na slobodna slupa.

Na induktiven na~in definirame preslikuvawe d : G_X −→ N, kade N e mnoæestvoto prirodni broevi, so:

d(1) := 0, d(x) := 0 za x ∈ X, d(t_1 · t_2) = d(t_1) + d(t_2) + 1. Pritoa za d(t) velime deka e teæina na termot t ∈ G_X .

So indukcija po teæinata definirame preslikuvawe C : G_X −→ F_X na sledniot na~in:

C(t) :=

1 t = 1 ili t = t_1 · t_2, C(t_1) = C(t_2) t t ∈ X C(t_1) t = t_1 · t_2, C(t_2) = 1 C(t_2) t = t_1 · t_2, C(t_1) = 1 C(t_3) t = t_1 · t_2, C(t_2) = {C(t_1), C(t_3)} ili t = t_1 · t_2, C(t_1) = {C(t_2), C(t_3)} {C(t_1), C(t_2)} t = t_1 · t_2 i niedno od prethodnite ne vai Svojstvo 21 Preslikuvaweto C e epimorfizam. � Sega od teoremata za homomorfizam imame G_X/kerC ∼= F_X . Ponatamu opredeluvame kanoni~en pretstavnik za sekoja klasa.

Pretpostavuvajÿi deka X e dobro podredeno, definirame preslikuvawe T : F_X −→ G_X koristejÿi go dobroto podreduvawe na F_X , so: T (1) := 1, T (x) := x za x ∈ X, T ({u, v}) := T (u) · T (v) kade u < v.

Svojstvo 22 T e injekcija. � Svojstvo 23 TCT = T, CTC = C.

Dokaz Neka α ∈ F_X . Ako α = 1 ili α ∈ X, tvrdeweto e trivijalno ispolneto. Neka α = {u, v}, u, v ∈ F_X , u < v. Pretpostavuvame deka tvrdeweto vaæi za sekoj element na F_X pomal od α. Zna~i, T CT (u) = T (u), T CT (v) = T (v). Togaą CT (u) = u, CT (v) = v spored Svojstvo 22, i bidejÿi α ∈ F_X imame CT (u) ≠ CT (v), CT (u) /∈ CT (v), CT (v) /∈

CT (u). Sledi, T CT (α) = T C(T (u) · T (v)) = T ({CT (u), CT (v)}) = T ({u, v}) = T (α). Sega, CT C = C e posledica od Svojstvo 22 i T CT = T . � Za elementot t ∈ G_X velime deka e reduciran ako T C(t) = t. Preslikuvaweto R = T C go narekuvame redukcija. Da zabeleæime deka (R(t), t) ∈ kerC i vo sekoja klasa kongruentni elementi postoi to~no eden reduciran element koj ÿe bide kanoni~en pretstavnik na klasata.

Preslikuvaweto R gi ima slednite svojstva.

Svojstvo 24 R^n = R, za sekoj n ≥ 2, i za sekoi t, s ∈ G_X imame:

(i) R(1 · t) = R(t); (ii) R(t · s) = R(s · t); (iii) R(t · s) = t · s =⇒ R(t) = t, R(s) = s; (iv) R(R(t) · s) = R(t · s); (v) R(R(t) · R(s)) = R(t · s); (vi) R(t · (t · s)) = R(s).

Dokaz (i) i (ii) se direktni, (v) e posledica od (iv).

(iii) R(t · s) = T C(t · s) = t · s povlekuva deka C(t · s) = {α, β} kade α < β, T (α) = t, T (β) = s. Sega, T C(t) = T CT (α) = T (α) = t, i na ist na~in T C(s) = s.

(iv) Od CR(t) = CT C(t) = C(t) dobivame

C(R(t) · s) =

1 C(t) = C(s) C(s) C(t) = 1 C(t) C(s) = 1 C(l) C(t) = {C(s), C(l)} ili C(s) = {C(t), C(l)} {C(t), C(s)} inaku odnosno C(R(t) · s) = C(t · s).

(vi) isto taka se dobiva razgleduvajÿi gi site slu~ai vo definicijata na R odnosno C. � Neka G_X e mnoæestvoto reducirani termi t.e. G_X = R(G_X ) = T (F_X ). Definirame operacija ∘ na G_X so

t ∘ s = R(t · s), (∀t, s ∈ G_X ).

Teorema 35 G_X = (G_X ; ∘, 1) e slobodna slupa so slobodna baza X.

Dokaz ĺe dokaæeme deka biekcijata T e izomorfizam me|u (F_X ; ∗, 1) i (G_X ; ∘, 1). Za sekoi t, s ∈ G_X imame t/kerC ∗ s/kerC = (t · s)/kerC = (R(t·s))/kerC = R(R(t)·R(s))/kerC = (R(t)∘R(s))/kerC. Od G_X /kerC ∼= F_X dobivame C(t) ∗ C(s) = C(R(t) ∘ R(s)) i ako u = C(t), v = C(s), togaą T (u ∗ v) = T (C(t) ∗ C(s)) = T (C(R(t) ∘ R(s))) = R(R(t) ∘ R(s)) = R(t) ∘ R(s) = T C(t) ∘ T C(s) = T (u) ∘ T (v). � Da zabeleæime deka ako X e rekurzivno mnoæestvo, togaą bidejÿi C i T se rekurzivno definirani i G_X e rekurzivno mnoæestvo i prethodno definiranoto dobro podreduvawe na F_X inducira dobro podreduvawe na G_X .

5.4 Problem na zborovi za mnoguobrazieto slupi

5.4.1 Vovedni poimi i rezultati

Vo prodolæenie se zadræuvame na reąavawe W P 1 za mnoguobrazieto slupi. Istiot za mnoguobrazieto slupi se sveduva na slednoto. Neka X e kone~no mnoæestvo i (G_X ; ·, 1) e apsolutno slobodnata algebra so baza X vo signatura {·, 1}, t.e. G_X e mnoæestvoto termi vo signatura {·, 1}. Dali postoi algoritam so koj za proizvolni u, v ∈ G_X , i proizvolno E = {s_i ≈ t_i‖ s_i, t_i ∈ G_X , 1 ≤ i ≤ q, q ∈ N} kje se utvrdi dali u α v, kade α ∈ ConG_X , α e generirana od identitetite za slupi i definira~kite relacii od E.

Spored Teorema 7 ako sekoja delumna slupa moæe da se smesti vo slupa, togaą problemot na zborovi e reąliv za mnoguobrazieto slupi.

Nekompletna ili delumna slupa so nositel G e ~etvorka (G, ·, 1, D), kade D ⊆ G^2, 1_G ∈ G, · : D → G e preslikuvawe i slednite uslovi vaæat: (1) (x, x) ∈ D =⇒ x · x = 1_G (2) (x, y) ∈ D =⇒ (y, x) ∈ D, x · y = y · x (3) (x, 1) ∈ D =⇒ x · 1 = x (4) (x, y) ∈ D =⇒ (x, x · y) ∈ D, x · (x · y) = y

Svojstvo 25 Sekoja nekompletna slupa moæe da se smesti vo slupa.

Dokaz Neka (G, ·, 1, D) e delumna slupa. Neka D_0 = D ∪ {(x, x)|x ∈ G} ∪ {(1, x), (x, 1)|x ∈ G} i neka ·_0 : D_0 → G e definirano so x ·_0 y = x · y, (x, y) ∈ D x ·_0 x = 1, x ·_0 1 = 1 ·_0 x = x, x ∈ G

Taka dobivame delumna slupa (G_0, ·_0, 1, D_0) kade G_0 = G, D ⊆ D_0 ⊆ G^2_0.

Ako (G_i, ·_i, 1, D_i) e definirana delumna slupa, formirame nova na sledniot na~in. Neka C_i = {{x, y}|x, y ∈ G_i, (x, y) /∈ D_i}, pri pretpostavka C_i ∩ G_i = ∅ (inaku bi zemale ekvivalentno mnoæestvo na C_i) i stavame G_{i+1} = G_i ∪ C_i.

Definirame delumna operacija ·_{i+1} so: (x, y) ∈ D_i =⇒ x ·_{i+1} y = x ·_i y (x, y) ∈ G^2_i \ D_i =⇒ x ·_{i+1} y = {x, y} x ∈ G_{i+1} =⇒ x ·_{i+1} x = 1, x ·_{i+1} 1 = 1 ·_{i+1} x = x x ∈ G_i, {x, y} ∈ C_i =⇒ x ·_{i+1} {x, y} = y = {x, y} ·_{i+1} x Neka D_{i+1} e mnoæestvoto od site parovi (x, y) ∈ G_{i+1} za koi x ·_{i+1} y e definirano. Zna~i G^2_i ⊆ D_{i+1} i D_i ⊆ D_{i+1}.

Jasno e deka za (G_{i+1}, ·_{i+1}, 1, D_{i+1}) vaæat (1) - (3) od definicijata na delumna slupa. Go proveruvame uslovot (4).

Neka (x, y) ∈ D_{i+1}. Moæni se slednive slu~ai: • (x, y) ∈ D_i, vo koj slu~aj vaæi (4)

• x = y ∈ G_i, togaą x ·_{i+1} y = 1 pa x ·_{i+1} (x ·_{i+1} y) = x ·_{i+1} 1 = x = y • (x, y) ∈ G^2_i \D_i, togaą x·_{i+1}y = {x, y} i x·_{i+1}(x·_{i+1}y) = x·_{i+1}{x, y} = y

• x ∈ G_i, y = {x, z} ∈ C_i, togaą x ·_{i+1} y = x ·_{i+1} {x, z} = z, pa x ·_{i+1} (x ·_{i+1} y) = x ·_{i+1} z = {x, z} = y.

Na ovoj na~in dobivame verigi od mnoæestva (G_i|i ≥ 0), (D_i|i ≥ 0), (·_i|i ≥ 0), so svojstvata:

G_i ⊆ G_{i+1}, D_i ⊆ G^2_i ⊆ D_{i+1}, ·_i ⊆ ·_{i+1}.

Neka G^∗ = ⋃ i≥0 G_i, D^∗ = ⋃ i≥0 D_i, ·^∗ = ⋃ i≥0 ·_i. Pritoa, za x, y ∈ G^∗, postoi i ≥ 0 t.ą. x, y ∈ G_i, od kade (x, y) ∈ D_{i+1}, t.e. (x, y) ∈ D^∗. Zna~i D^∗ = (G^∗)^2 odnosno (G^∗, ·^∗, 1) e slupa koja e proąiruvawe na (G, ·, 1, D). � Od poslednoto svojstvo i od navedeniot rezultat na Evans direktno sleduva slednata teorema.

Teorema 36 Problemot na zborovi e reąliv za mnoguobrazieto slupi. � Pritoa, opątiot algoritam na Evans osven negovata dobra strana, opątosta, prili~no e kompleksen i ne mnogu pogoden za upotreba. Vo prodolæenie ÿe dademe direkten algoritam za reąavawe na problemot na zborovi vo mnoguobrazieto slupi, koj sepak vo golema mera gi zadræuva ideite od algoritmot na Evans.

5.4.2 Termovski prepiąuva~ki sistem za reąavawe na problemot na zborovi vo mnoguobrazieto slupi

Neka X e kone~no mnoæestvo, (G_X , ·, 1) e apsolutno alobodnata algebra termi vo jazik {·, 1} i neka E = {t_i ≈ s_i | i = 1, . . . , q, t_i, s_i ∈ G_X } e kone~no mnoæestvo definira~ki ravenstva.

So A_X go ozna~uvame mnoæestvoto A_X ⊆ G_X × G_X ,

A_X = {(t, s)|tσ ≈ sσ e primerok od aksioma, za nekoja supstitucija σ}.

Neka α = Cg_{GX} (E ∪ A_X ).

Moæe da smetame deka t_i = R(t_i), s_i = R(s_i), i = 1, .., q bidejÿi ako α^′ = Cg_{GX} ({(R(t_i), R(s_i))|i = 1, . . . , q} ∪ A_X ), togaą α = α^′.

Imeno, (∀x ∈ G_X ) x α R(x), x α^′ R(x).

So indukcija po teæinata d, definirame preslikuvawe P : G_X → B(G_X ) so:

P (t) := {t} t ∈ X ∪ {1} {t} ∪ P (t_1) ∪ P (t_2) t = t_1t_2

Neka X^′ = (X ∪ ( q⋃ i=1 P (t_i)) ∪ ( q⋃ i=1 P (s_i))) \ {1}. Mnoæestvoto X^′ e kone~no, neka n = |X^′| i B = {b_1, . . . , b_n} e mnoæestvo takvo ąto B ∩ X^′ = ∅, i neka b : X^′ → B e biekcija koja ja proąiruvame do biekcija od X^′ ∪ {1} vo B ∪ {1} so b(1) = 1.

Jasno, b|_{X∪{1}} na edinstven na~in se proąiruva do monomorfizam − : G_X → G_B (pri koj slikata na x ∈ G_X ÿe ja ozna~uvame so x̄ ∈ G_B).

Preslikuvaweto¯vsuąnost vrąi transkripcija od azbuka X vo azbuka b(X). Za potrebite na konstrukcijata ąto sleduva vo prodolæenie definirame dva tipa na preslikuvawa. Toa se preslikuvawata →_{l,k}: G_B → G_B, za l, k ∈ {1, .., q}, l > k i preslikuvawata →_l: G_B → G_B, l ∈ {1, .., q} opredeleni induktivno po d so:

→_{l,k} (x) := x x ≠ b_l, x ∈ B b_k x = b_l R(→_{l,k} (x_1)· →_{l,k} (x_2)) x = x_1 · x_2

→_l (x) := x x ≠ b_l, x ∈ B 1 x = b_l R(→_l (x_1)· →_l (x_2)) x = x_1 · x_2

Da zabeleæime deka elementot b_l ne se pojavuva vo termot →_{l,k} (t) nitu vo →_l (t).

Vsuąnost ovie preslikuvawa izvrąuvaat zameni. Preslikuvawata od prviot tip se sveduvaat na zamenuvawe na site pojavuvawa na b_l so b_k vo daden term i taka dobieniot term go reduciraat, dodeka preslikuvawata od vtoriot tip se sveduvaat na zamena na sekoe pojavuvawe na b_l so 1, i povtorno dobieniot term se reducira.

Prodolæuvame so formiaweto na dve kone~ni mnoæestva D i V , D ⊆ (B · B) · B, V ⊆ B ∪ B · B koi ÿe bidat klu~ni vo proverkata na ekvivalentnost na proizvolni zborovi. Sli~no kako vo algoritmot na Evans formirame zatvoren sistem definira~ki relacii. Pritoa rabotime so elementi od G_B, a ne so parovi od pri~ina ąto vo proizvolna slupa S, x = y ako i samo ako xy = 1. Taka vsuąnost D ∪ V pretstavuva zatvoren sistem definira~ki relacii (vsuąnost definira~ki edinici) so toa ąto namesto par (x, y), ovde e proizvod xy i namesto par (x, 1), imame samo element x. Za definicija na D, V ⊆ G_B, prethodno definirame mnoæestva D_i, V_i

Neka V_0 = ∅ i neka D_0 e mnoæestvoto {b_lb_k|l > k, {b_l, b_k} = {b(t_i), b(s_i)}, (t_i, s_i) ∈ E} ∪ {b_l|{b_l, 1} = {b(t_i), b(s_i)}, (t_i, s_i) ∈ E} ∪ {(b_lb_k)b_j|t = t_1t_2 ∈ X^′, {b_l, b_k, b_j} = {b(t), b(t_1), b(t_2)}, l > k}. Ako D_m, V_m se formirani stavame D_{m,0} = D_m, V_{m,0} = V_m. Ako D_{m,s} e definirano i ako:

(1) D_{m,s} ∩ B ≠ ∅ i b_l ∈ D_{m,s} ∩ B e elementot so najgolem indeks, togaą definirame

D_{m,s+1} =→_l (D_{m,s}) \ {1}, V_{m,s+1} = V_{m,s} ∪ {b_l}.

(Sega b_l ne se pojavuva vo termite od D_{m,s+1}.) (2) D_{m,s} ∩ B = ∅, D_{m,s} ∩ B · B ≠ ∅ i b_lb_k ∈ D_{m,s} ∩ B · B e elementot so leksikografski najgolem indeks lk, togaą definirame

D_{m,s+1} =→_{l,k} (D_{m,s}) \ {1}, V_{m,s+1} =→_{l,k} (V_{m,s}) ∪ {b_lb_k}.

(Pak b_l ne se pojavuva vo termite od D_{m,s+1}.)

(3) D_{m,s} ∩ B = ∅, D_{m,s} ∩ B · B = ∅, togaą stavame

D^′_m = D_{m,s}, V_{m+1} = V_{m,s},

i zavrąuvame so formiraweto na mnoæestvata D_{m,i}.

Da uo~ime deka po kone~en broj ~ekori nastapuva slu~ajot (3) bidejÿi D_{m,s} ∩ B ≠ ∅ ili D_{m,s} ∩ B · B ≠ ∅ implicira |D_{m,s+1}| < |D_{m,s}|. Sega stavame D_{m+1} = D^′_m ∪ {b_lb_k| l > k, (b_{i1}b_{i2})b_{i3}, (b_{j1}b_{j2})b_{j3} ∈ D^′_m, {i_1, i_2, i_3} = {l, i, j}, {j_1, j_2, j_3} = {k, i, j}}. Neka r e najmaliot pozitiven cel broj takov ąto D_{r+1} = D^′_r. Da uo~ime deka vakov r postoi. Imeno, ako se ima predvid postapkata ąto se sproveduva, jasno e slednovo: |D^′_m| ≤ |D_m| i ako |D_{m+1}| = |D^′_m|+p, p > 0, togaą |D^′_{m+1}| ≤ |D_{m+1}| − 2p ≤ |D^′_m| − p < |D^′_m|. Ozna~uvame D = D_{r+1}, V = V_r.

Korisno e da se zabeleæat odredeni raboti koi sleduvaat od definiciite na novoformiranite mnoæestva. Svojstvo 26 Slednite tvrdewa vaæat za D i V : (i) D ∩ B = D ∩ B · B = ∅ (ii) (b_lb_k)b_j ∈ D =⇒ |{b_l, b_k, b_j}| = 3 (iii) b_l ∈ V, (b_kb_i)b_j ∈ D =⇒ l /∈ {k, i, j} (iv) b_l ∈ V, b_ib_k ∈ V =⇒ l /∈ {i, k} (v) b_lb_k ∈ V, (b_mb_i)b_j ∈ D =⇒ l /∈ {m, i, j} (vi) b_ib_j ∈ V, b_lb_k ∈ V =⇒ (i ≠ l, j ≠ l) ∨ (j ≠ l, j ≠ k). �

Da se zadræime malku na pojasnuvawe na tvrdeweto deka mnoæestvata D i V soodvetstvuvaat na zatvoren sistem definira~ki ravenstva. Za taa cel, induktivno po d, definirame preslikuvawe e : G_B → G_X , koe ÿe go narekuvame ekspanzija na sledniot na~in. Neka x ∈ G_B.

e(x) := b^{−1}(x) x ∈ B ∪ {1} e(x_1)e(x_2) x = x_1x_2

Svojstvo 27 Za sekoj xy ∈ D ∪ V vaæi (e(x), e(y)) ∈ α, i za sekoj x ∈ V ∩ B vaæi (e(x), 1) ∈ α. Dokaz Neka (b_lb_k)b_j ∈ D_0, l > k togaą e(b_lb_k) = b^{−1}(b_l)b^{−1}(b_k), e(b_j) = b^{−1}(b_j) i postoi t ∈ X^′, t = t_1t_2, {b_l, b_k, b_j} = {b(t), b(t_1), b(t_2)}, pri ąto t_1t_2 αt (od refleksivnosta) i tt_1αt_2, tt_2αt_1, t_1tαt_2, t_2tαt_1, od Ax ⊆ α i kongruentnosta na α. Potoa b_lb_k ∈ D_0 vsuąnost zna~i (e(b_l), e(b_k)) ∈ E ili (e(b_k), e(b_l)) ∈ E, pri ąto tvrdeweto sekako vaæi, a identi~en na ovoj e slu~ajot b_l ∈ D_0 vo koj (e(b_l), 1) ∈ α. Zna~i tvrdeweto vaæi za D_0, V_0. Neka vaæi za D_m, V_m i neka vaæi i za D_{m,s}, V_{m,s}.

Da go uo~ime slednovo. Ako (b_l, 1) ∈ α togaą od A_X ⊆ α i α e kongruencija imame od x α y sleduva →_l (x) α →_l (y), i od istite pri~ini ako (b_l, b_k) ∈ α, od x α y sleduva →_{l,k} (x) α →_{l,k} (y). Zna~i tvrdeweto vaæi i za D_{m,s+1}, V_{m,s+1}.

Potoa, ako (b_{i1} b_{i2} )b_{i3} , (b_{j1} b_{j2} )b_{j3} ∈ D^′_m, {i_1, i_2, i_3} = {i, j, k}, {j_1, j_2, j_3} = {i, j, l}, togaą po induktivnata pretpostavka (b_ib_j, b_k), (b_ib_j, b_l) ∈ α, od kade se dobiva b_k α b_l(b_lb_k) α b_l((b_ib_j)(b_ib_j)) α b_l. Zna~i tvrdeweto vaæi i za D_{m+1}, V_{m+1}. � Definirame prepiąuva~ki sistem na mnoæestvoto termi so konstanti od B vo signatura {·, 1} so slednite ~etiri ąemi pravila. (W P S1) t → R(t) t ∈ G_B, t ≠ R(t) (W P S2) b_i → 1 b_i ∈ V ∩ B (W P S3) b_i → b_j b_ib_j ∈ V ∩ B · B (W P S4) b_i · b_j → b_k (b_i · b_j) · b_k ∈ D ∩ (B · B) · B Svojstvo 28 Relacijata → e terminira~ka, odnosno ne postoi beskone~na niza x_0 → x_1 → . . . .

Dokaz Definirame interpretacija na termite od G_B vo mnoæestvoto N^3 , so, |t| = (n_1, n_2, n_3), kade n_1 = d(t), n_2 e zbir na indeksite na bukvite koi se pojavuvaat vo t, n_3 e brojot na reducirani podtermi na t. Sega leksikografskoto podreduvawe na N^3 inducirano od standardnoto podreduvawe na N e prepiąuva~ko podreduvawe vo koe e sodræana relacijata →. �

Svojstvo 29 Relacijata → e lokalno konfluentna, t.e. (∀x, y, z ∈ G_B)(∃w ∈ G_B)(x → y ∧ x → z =⇒ y →^∗ w ∧ z →^∗ w). Dokaz Neka x, y, z ∈ G_B, x → y, x → z. Ako y = z jasno e deka tvrdeweto vaæi. Isto taka, vaæi vo site slu~ai vo koi x = s[x_1x_2]_p, y = s[x^′_1x_2]_p, z = s[x_1x^′_2]_p. Sekako, tvrdeweto e ispolneto za x ∈ B. So indukcija po teæina ÿe dokaæeme deka vaæi i vo site ostanati slu~ai koi se sveduvaat na x = x_1x_2, y = R(x) = R(R(x_1)R(x_2)), z e dobieno so primena na (W P S2), (W P S3) ili (W P S4) od definicijata na →. Imame nekolku moænosti

y = R(x) :=

1 R(x_1) = R(x_2) t R(x_1) = tR(x_2) ili R(x_1) = R(x_2)t ili R(x_2) = tR(x_1) ili R(x_2) = R(x_1)t R(x_1)R(x_2) R(x_1) < R(x_2) i prethodnite ne vaat R(x_1)R(x_2) inaku i z = z_1x_2, x_1 → z_1 ili z = x_1z_2, x_2 → z_2.

Od pri~ini na simetrija dovolno e da se razgledaat slednite nekolku podslu~ai.

1. y = 1, z = z_1x_2. Imame d(x_1) < d(x), x_1 → z_1, x_1 → R(x_1), pa od induktivnata pretpostavka postoi w_1 ∈ G_B, z_1 →^∗ w_1, R(x_1) →^∗ w_1. Togaą z = z_1x_2 → z_1R(x_2) →^∗ w_1R(x_2) →^∗ w_1w_1 → 1.

2. y = t, R(x_1) = tR(x_2).

(a) z = x_1z_2.

Sega, x_2 → z_2, x_2 → R(x_2), d(x_2) < d(x), pa postoi w_2 ∈ G_B, z_2 →^∗ w_2, R(x_2) →^∗ w_2. Togaą z → (tR(x_2))z_2 →^∗ (tR(x_2))w_2 →^∗ (tw_2)w_2 → t.

(b) z = z_1x_2.

Pritoa x_1 → z_1, x_1 → R(x_1) = tR(x_2), d(x_1) < d(x), pa postoi w_1 ∈ G_B, z_1 →^∗ w_1, R(x_1) →^∗ w_1. Ovde povtorno razgleduvame dve moænosti i. d(R(x_1)R(x_2)) < d(x):

Togaą od R(x_1)R(x_2) = (tR(x_1))R(x_2) → w_1R(x_2), R(x_1)R(x_2) = (tR(x_1))R(x_2) → t sleduva postoi w ∈ G_B, w_1R(x_2) →^∗ w, t →^∗ w. Zatoa, z = z_1x_2 →^∗ w_1x_2 → w_1R(x_2) →^∗ w i y = t →^∗ w. ii. d(R(x_1)R(x_2)) = d(x):

Ova nastapuva koga x_1 = R(x_1), x_2 = R(x_2) ili redukcijata se sveduva na razreąuvawe komutativnost, no toa ne vlijae na prepiąuvawata. Bez gubewe na opątost moæe da smetame deka x_1 = R(x_1), x_2 = R(x_2), x_1 = tx_2, i pritoa x_1 → z_1, t.e. tx_2 → z_1. Sega, ako z_1 = tx^′_2 (x_2 → x^′_2), togaą z = z_1x_2 = (tx^′_2)x_2 → (tx^′_2)x^′_2 → t = y. Ako pak z_1 = t^′x_2(t → t^′), togaą z = z_1x_2 = (t^′x_2)x_2 → t^′ i y = t → t^′. 3. y = R(x_1)R(x_2), z = z_1x_2.

Povtorno imame d(x_1) < d(x), x_1 → z_1, x_1 → R(x_1), pa postoi w_1 ∈ G_B, z_1 →^∗ w_1, R(x_1) →^∗ w_1 i vaæi y →^∗ w_1R(x_2), z →^∗ w_1x_2 → w_1R(x_2). � Da napomeneme deka vsuąnost izveduvaweto na dokazot na prethodnoto svojstvo se sveduva na proverka na uslovot od Teorema 31 no vaka navedeniot dokaz so razgledani podslu~ai pretstavuva skica na dokazot na istata teorema, vo ovoj konkreten slu~aj.

Sega od Teorema 29 i Posledica 5 gi dobivame slednite dve posledici.

Posledica 6 Relacijata → e konfluentna ili Church-Rosser, t.e. (∀x, y, z ∈ G_B)(∃w ∈ G_B)(x →^∗ y ∧ x →^∗ z =⇒ y →^∗ w ∧ z →^∗ w). � Posledica 7 (∀x ∈ G_B)(∃!x^∗ ∈ G)(∀y ∈ G_B)(x →^∗ x^∗ ∧ x^∗ →^∗ y =⇒ x^∗ = y). �

Odnosno prepiąuva~kiot sistem ja ima osobinata na edinstvena normalna forma na sekoj term. Vo ponatamoąniot tekst sekade normalnata forma na w ∈ G_B ÿe ja ozna~uvame so w^∗.

Svojstvo 30 (i) (∀x ∈ T erm_B) x^∗ = R(x)^∗; (ii) (∀x, y, z ∈ T erm_B)(x^∗ = y^∗ =⇒ (zx)^∗ = (zy)^∗ ∧ (xz)^∗ = (yz)^∗); (iii) (∀x, y ∈ T erm_B) (xy)^∗ = 1 ⇔ x^∗ = y^∗. Dokaz Tvrdewata (i) i (ii) se jasni.

Za (iii), neka x^∗ = y^∗. Togaą od (ii), 1 = (xx)^∗ = (xy)^∗. Obratno, neka (xy)^∗ = 1. Togaą y^∗ = (x(xy))^∗ = (x1)^∗ = x^∗ � Definirame relacija β na G_{b(X)} so

xβy ⇔ x^∗ = y^∗.

Sekako, imajÿi gi predvid prethodnite svojstva vsuąnost xβy ⇔ (R(xy))^∗ = 1 ⇔ (xy)^∗ = 1 ⇔ x^∗ = y^∗.

Od poslednoto svojstvo i definicijata na relacijata β vednaą se dobiva Posledica 8 (∀x ∈ G_{b(X)}) x β R(x). � Posledica 9 β ∈ ConG_{b(X)}. � Teorema 37 (∀x, y ∈ G_X )x α y ⇔ x̄ β ȳ. Dokaz

Neka (t_i, s_i) ∈ E. Togaą imame t̄_i →^∗ b(t_i)^∗, s̄_i →^∗ b(s_i)^∗, i b(t_i)^∗ = b(s_i)^∗ ∈ B ∪ {1}, bidejÿi ili b(t_i)b(s_i) ∈ V ili b(s_i)b(t_i) ∈ V ili postoi b_j ∈ B, b(t_i)b_j ∈ V, b(s_i)b_j ∈ V ili b(s_i), b(t_i) ∈ V . Sledi, (t̄_i, s̄_i) ∈ β.

Potoa, ako (x, y) ∈ A_X , togaą x̄ β R̄(x) = R̄(y) β ȳ.

Ponatamu, od toa ąto i α i β se kongruencii i od prethodnoto imame x α y =⇒ x̄ β ȳ. Obratnata inkluzija e posledica od Svojstvo 27. Imeno, od spomenatoto svojstvo i od definicijata na relacijata → i preslikuvaweto e imame x → y =⇒ e(x) α e(y), za site x, y ∈ G_B. Zna~i, od tranzitivnosta na α, x →^∗ y =⇒ e(x) α e(y), za site x, y ∈ G_B i kone~no x̄ β ȳ =⇒ x̄ = e(x̄) α e(x^∗) = e(y^∗) α e(ȳ) = ȳ. � Primer 14 Neka S e slupa zadadena so mnoæestvo generatori X = {a, b, c, d, e} i mnoæestvo definira~ki relacii E = {(ab)c, ad), ((ab)d, c)}. Togaą imame X^′ = {a, b, c, d, e, ab, (ab)c, ad, (ab)d}, i neka B = {b_1, . . . b_9}, pri ąto b_1 = b(a), b_2 = b(b), b_3 = b(c), b_4 = b(d), b_5 = b(e), b_6 = b(ab), b_7 = b((ab)c), b_8 = b(ad), b_9 = b((ab)d). Togaą

D_0 = {b_8b_7, b_9b_3, (b_2b_1)b_6, (b_6b_2)b_1, (b_6b_1)b_2, (b_6b_3)b_7, (b_7b_6)b_3, (b_7b_3)b_6, (b_4b_1)b_8, (b_8b_1)b_4, (b_8b_4)b_1, (b_6b_4)b_9, (b_9b_6)b_4, (b_9b_4)b_6}, V_1 = {b_8b_7, b_9b_3} D_1 = {b_7b_4, (b_2b_1)b_6, (b_6b_2)b_1, (b_6b_1)b_2, (b_6b_3)b_7, (b_7b_6)b_3, (b_7b_3)b_6, (b_4b_1)b_7, (b_7b_1)b_4, (b_7b_4)b_1, (b_6b_3)b_4, (b_6b_4)b_3, (b_4b_3)b_6} V_2 = {b_8b_4, b_7b_4, b_9b_3} D_2 = {b_1, (b_2b_1)b_6, (b_6b_2)b_1, (b_6b_1)b_2, (b_6b_3)b_4, (b_6b_4)b_3, (b_4b_3)b_6} V_3 = {b_1, b_6b_2, b_8b_4, b_7b_4, b_9b_3} D_3 = {(b_3b_2)b_4, (b_4b_2)b_3, (b_4b_3)b_2} i kone~no V = {b_1, b_6b_2, b_8b_4, b_7b_4, b_9b_3} D = {(b_3b_2)b_4, (b_4b_2)b_3, (b_4b_3)b_2} Sega, direktno so pomoą na prepiąuvawata se utvrduva na primer za u, v, w ∈ G_X , u = ab, v = c(ad), w = ad deka u α v, u ̸α w. Imame, ū = b_1b_2, v̄ = b_3(b_1b_4), w̄ = b_1b_4 i ū → b_2, t.e. ū^∗ = b_2, potoa v̄ → b_3 · (1 · b_4) → b_3b_4 → b_4b_3 → b_2, zna~i ū^∗ = v̄^∗, dodeka w̄^∗ = b_4.

Bi moæele prikaznata na formiraweto na mnoæestvata D i V da ja raskaæeme i poinaku, moæebi intuitivno pojasno, so postapno formirawe na eden kone~en delumen grupoid so nositel B ∪ {1} i edna kone~na lista od parovi od oblik (b_i, b_k) i (b_i, 1). Imeno, vo napolno prazna ąema na delumen grupoid so nositel B ∪ {1} ako t = t_1t_2 ∈ X^′, b(t) = b_l, b(t_1) = b_k, b(t_2) = b_i, popolnuvame b_lb_k = b_i, b_lb_i = b_k, b_kb_i = b_l, b_ib_k = b_l, b_ib_l = b_k, b_kb_l = b_i, i sekako 1 · b_i = b_i, b_i · 1 = b_i, potoa za sekoja definira~ka relacija od E, dodavame vo listata par (b(t_i), b(s_i)) ili (b(s_i), b(t_i)) taka ąto prvata komponenta od dodadeniot par ima pogolem indeks od vtorata.

Ponatamu postapkata e slednata, zemame element od listata (povtorno so podreduvawe na elementite tamu) i ako e toa element (b_i, 1) ja sporeduvame redicata na b_i so redicata na 1, sekako i kolonite (od komutativnosta ąemata e simetri~na vo odnos na glavnata dijagonala). Pritoa ako sme imale b_ib_k = b_s, togaą na listata dodavame (b_k, b_s), i ja otstranuvame kompletno redicata (kolonata) na b_i, dodeka vo listata i vo ąemata vrąime segde zamena na b_i so 1. Ako pak od listata sme zemale element (b_i, b_j), vrąime sporedba (preklopuvawe) na redicata na b_i i na b_j, preklopuvawe bidejÿi ako negde nemalo definirana vrednost b_jb_s a imalo b_ib_s, togaą ova stanuva vrednost na b_jb_s (i na b_sb_j, i uąte 4 vrednosti se popolnuvaat kako i prethodno, ako ne bile popolneti), ako pak imale razli~ni vrednosti b_ib_s = b_m, b_jb_s = b_n, n > m, na listata voveduvame par (b_n, b_m) i se vrąi vo celata ąema i vo listata zamena na b_i so b_j. Posledniot dobien delumen grupoid odgovara na mnoæestvoto D, a poslednata ostanata lista na mnoæestvoto V .

Literatura

[1] R. U. Bruck, A survey of Binary Systems, Berlin - Götingen - Heidelberg, 1958

[2] H. Comon, J. P. Jouannaud, Term Rewriting, French Spring school of theoretical computer science, 1993, Springer-Verlag, Berlin Heidelberg NewYork, 1995

[3] N. Dershowitz, J.P. Jouannaud, Rewrite Systems, Handbook of Theoretical Computer Science, Volume B, Formal Models and Semantics, The MIT Press, 1990

[4] N. Dershowitz, 33 Examples of Termination, French Spring school of theoretical computer science, 1993, Springer-Verlag, Berlin Heidelberg NewYork, 1995

[5] T. Evans, The Word Problem for Abstract Algebras, Journal of London Math. Soc., 26, 1951

[6] T. Evans, Embeddability and the Word Problem, Journal of London Math. Soc., 1952

[7] T. Evans, Some connections between residual finiteness, finite embeddability and the word problem, Journal of London Math. Soc.(2), 1, 1969

[8] T. Evans, Some solvable word problems, Word problems II, North- Holland Publishing Company, 1980

[9] J. W. Klop, Term Rewriting Systems, Handbook of Logic in Computer Science, Volume 2, Carendon Press - Oxford, 1992 [10] H. R. Lewis, C. H. Papadimitriou, Elements of the Theory of Computation, Prentice Hall, 1981 [11] G. Lallement, Semigroups and combinatorial applications, Wiley - Interscience Publication, 1979 [12] G. Lallement, The Word Problem for Thue Rewriting Systems, French Spring school of theoretical computer science, 1993, Springer-Verlag, Berlin Heidelberg NewYork, 1995 [13] R. Madarasz, S. Crvenkovic, Relacione algebre, Beograd, 1992 [14] S. Markovski, A. Sokolova: Free Steiner Loops, podgotven za pe~atewe [15] S. Markovski, A. Sokolova: Term rewriting system for solving the word problem for sloops, podgotven za pe~atewe [16] Y. Matiacevitch, Word Problem for Thue Systems with a Few Relations, French Spring school of theoretical computer science, 1993, Springer- Verlag, Berlin Heidelberg NewYork, 1995 [17] R. N. McKenzie, W. F. Taylor, G. F. McNulty: Algebras, Lattices, Varieties, Wadsworth & Brooks, Monterey, California, 1987 [18] D. M. Smirnov: Mnogoobraziya Algebr, Nauka, Novosibirsk, 1992 [19] W. Wechler, Universal Algebra for Computer Scientists, Springer- Verlag, Berlin Heidelberg NewYork, 1992